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Distribuicao Normal

Seja X uma variavel aleatéria com distribuigdo normal com parametros . e
o2. Entéo, a fungdo de densidade de probabilidade é dada por

fx (x) = exp{—#(x—u)z}, xXeR, pueR e o°>0.

1
V2ro?

Se 4= 0e o = 1, entdo diremos que a distribuicio é normal padrio e, em
geral, utilizaremos Z para denotar esta variavel aleatéria e ¢ (z) sua funcéao
de densidade de probabilidade.

A fungao de distribuigdo acumulada é dada por

Fx (x) = /; \/217T7exp{—217 (w— uf} dw

e denotaremos por ¢ (z) a fungao de distribuicdo acumulada da normal
padrao.
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Distribuicao Normal

Mediana(X) I
Moda(X) = u
EX) = nu
Var (X) = o°
o?s?
we) = ewfount 75}
. o2t?
e(t) = exp{lt,u—T}.

Denotaremos a distribuigdo normal com média y e variancia o® por N'(u, ?).
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Distribuicao Gama

Seja X uma variavel aleatéria com distribuicdo gama com parametros de
forma « e de escala 3. Entao, a fungao de densidade de probabilidade é

dada por
fx(x)—rf:)xa’1exp{—ﬂx}]l(x>0), a>0 e B>0.
E(X) = %
Var (X) = %
e = (5%)

e(t) = <,3€,-t>a-

Denotaremos a distribuigdo gama com parametros « e 3 por G(«a, 3).

Se o =1, entdo X ~ £(B).
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Distribuigao Qui-quadrada

Seja X uma variavel aleatéria com distribuigdo qui-quadrada com
(parametro) n graus de liberdade. Entao, a fungao de densidade de
probabilidade é dada por

1

fX(X):Wxn/zqexp{fxﬁ}]l(XZO), a>0 e £>0.
E(X) = n
Var(X) = 2n
Y(s) = (1-2s)7"%
() = (1—2it)""2.

Denotaremos a distribuicdo qui-quadrada com n graus de liberdade por x2.

Note que x5 = G(a = n/2,8 =1/2).
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S2?: um estimador n&o tendencioso para o

Suponha que (X1, Xz, ..., X») seja uma amostra aleatéria simples de uma
variavel aleatéria com distribuicdo normal com média p. e variancia o2.
1 n
Considere S? = — > (X; — X)? com estimador de o® e S = v/S? como
i=1

estimador de o.

(n—1)8 _ L (n—=11
Sabemos que " ~x7 1 =G (55 )-

Logo, E (M> =n-—1 = E(S?) = o2

0.2
Como ja sabiamos, S? é um estimador n4o tendencioso para o®.

Vale ressaltar que, em geral, as amostras utilizadas nos graficos de controle
sao pequenas. Por isto a preocupagao com nao tendenciosidade (nada de
teoria para amostras grandes).
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Distribuicdo de S?
_ )2 _ 2
Agora,sejamYzwwgC’ 1 1>ev:ﬂ232_

2 2 n—1
Entao,
Fuv) = PHV<v)= Pr(f_‘q < ,,) _ Pr(K (n;;)v)
= Fy ((”;721)‘0
Wy = L g () 021

~ (n=1) (1/2)('1—1)/2 (n—1)v (n—1)/2—1 (n—1)v
o Xr[(n—n/z]{ o ] eXP[‘T}

[(n=1)/@2o*)]" D2 (1 t)/2-1 (n—1)v
G I [* 202 }

n—1 n—1
Portanto, V ~ G (T’Tﬂ)'
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Um estimador ndo tendencioso para o
Temos que

E(S) = E(v‘/z):/ooo V21, (v)dv
= /(20202 _
- /0 Seln r;()ré(—212))/]2] D72 a2 " exp [_(nzol)v] &
[(n—1)/(20®) " V/Z o a_ (n—1)v
e e A e
[(n—1)/(20%)) "D/ o rn/2]
M(n—1)/2] [(n—1)/(202)]"2

~ ol[n/2] 2 \'?
a r[(n—1)/2](n—1> '

. _Tin/2] 2 \'"2
Defina ¢4 = Fi(n— 1)/2] (n—1> .

Assim, E <c§> = o0. Portanto, c§ € um estimador ndo tendencioso para o.
4 4
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Distribuicao conjunta do maximo e do minimo

Seja (X1,X2,. N

U= X(1) = 1!11]2 XieV= X(n)
<ign

acumulada conjunta de U e V é dada por
Fu,v(u,v) =[Fx (V)]" — [Fx (v) —

Xn) uma amostra aleatéria simples de uma variavel
aleatéria com fungao de distribuicdo acumulada Fx. Defina

Fx (u)]™

= max X. A fungéo de distribui¢ao
1<ign

FU,V (U, V)

Pr(U<u; V< v)=Pr(Xm <u; Xpn <v)
[o.oN

Pr (X < <
PrXi<v;...;Xa<v)—
(independéncia)

n n
[[Prexi<v)—JJPriXi<v
i=1 i=1

— Pr(X < u)]

(identicamente distribuidas)

[Fx (V]” = [Fx (v) =

Fx ()",

para U<V
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» Se X; for continua, entao
fuv (u,v) =n(n— 1)k (v) fx (u) [Fx (v) — Fx (u)]”*z, para u< V.

Prova: Basta derivar a distribuicdo conjunta com respeitoa u e v.

» As distribuicdes marginais de X1y e X(n s@o Fy(u) =1—[1 - Fx(u)]"e
Fu (v) = [Fx (V)I"

Prova: Basta tomar os limites de u — oo ou v — oo na fungao de
distribuicdo acumulada conjunta de U e V para se obter as marginal de
V e U, respectivamente.

» Se X; for continua, entdo fy (u) = nfx (u)[1 — Fx (u)]" " e
fy (v) = nix (v) [Fx (V)]"".

Prova: Basta derivar as fungdes de distribuicdo acumulada marginais
dada no ltem anterior.
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Funcao de distribuigdo da amplitude
Defina as seguintes variaveis aleatorias: U = X(1), V=XneR=V - U.
E facil verificar que R é uma variavel aleatéria com suporte (0, o).
Segue-se que

Fr(r) = Pr(R< ) Pr(V-U<r)= <U+r)

/ / fu.v(u, v)dvdu —/ / fu u(v|u)fy(u)dvdu
/_Oo {/u fV|U(V‘U)dv:| fu(u)ds

/j" [Fviu(u + rlu) — Fyju(ulu)]fu(u)du

/ Fyju(u+ rlu)fy(u)du, pois  Fyy(ulu) = 0.

Lembre-se que para u fixo, v > u.
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Funcao de densidade de probabilidade da amplitude

fa(r) = ngr(f) _ %/_‘X’ Fuyo(u + rlu)fy(u)du

[ SR s = [ fu(u+ o)

/ fu,v(u,u+r)du

= n(n— 1)/ u) fx (U4 r) [Fx (u+ r) — Fx (u)]" 2du.
Para o caso que X ~ N (u, %), e fazendo a mudanca de variavel z = u ; £
temos que
fa(r) = / $(2)$(z + 1/0)[®(z + r/o) — &(2)]" 2dz.

sendo ¢ e ® como as fungdes definidas anteriormente.
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Funcgao de densidade de probabilidade da amplitude relativa

. R . .
Defina W = — como a amplitude relativa.
ag

Temos que Fy(w) = Pr(W < w) = Pr(R < wo) = Fg(wo).

Assim, N
fw(w) = fa(wo)o = n(n — 1)[ $(2)6(z + w)[o(z + w) — O(2)]" 2dz.

Segue-se que E(W) — %E(R) o E(R) = E(W)o.

Defina o, = E(W) e ds = DP(W) = /Var(W) = /o,

As integrais sao resolvidas de forma numérica e os resultados apresentados
em uma tabela.

Note que db = E(W) = E(Z»)) — E(Z1y) sendo Z;) e Z1) 0 maximo e o
minimo, respectivamente, de uma amostra de uma variavel aleatéria Z
padronizada. Se Z tiver distribuicdo simétrica, entdo E(Z,)) = —E(Z4)) e
Var(Z(n) = Var(Zs))-



