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Notas de aula

Distribuição Normal

Seja X uma variável aleatória com distribuição normal com parâmetros µ e
σ2. Então, a função de densidade de probabilidade é dada por

fX (x) =
1√

2πσ2
exp

{
− 1

2σ2 (x − µ)2
}
, x ∈ R, µ ∈ R e σ2 > 0.

Se µ = 0 e σ2 = 1, então diremos que a distribuição é normal padrão e, em
geral, utilizaremos Z para denotar esta variável aleatória e φ (z) sua função
de densidade de probabilidade.

A função de distribuição acumulada é dada por

FX (x) =

∫ x

−∞

1√
2πσ2

exp

{
− 1

2σ2 (w − µ)2
}

dw

e denotaremos por Φ (z) a função de distribuição acumulada da normal
padrão.



Controle Estatı́stico de Qualidade

Notas de aula

Distribuição Normal

Mediana(X ) = µ

Moda(X ) = µ

E (X ) = µ

Var (X ) = σ2

ψ(s) = exp

{
sµ+

σ2s2

2

}
ϕ(t) = exp

{
itµ− σ2t2

2

}
.

Denotaremos a distribuição normal com média µ e variância σ2 por N (µ, σ2).
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Notas de aula

Distribuição Gama
Seja X uma variável aleatória com distribuição gama com parâmetros de
forma α e de escala β. Então, a função de densidade de probabilidade é
dada por

fX (x) =
βα

Γ(α)
xα−1 exp{−βx}I(x > 0), α > 0 e β > 0.

E (X ) =
α

β

Var (X ) =
α

β2

ψ(s) =

(
β

β − s

)α
ϕ(t) =

(
β

β − it

)α
.

Denotaremos a distribuição gama com parâmetros α e β por G(α, β).

Se α = 1, então X ∼ E(β).
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Notas de aula

Distribuição Qui-quadrada

Seja X uma variável aleatória com distribuição qui-quadrada com
(parâmetro) n graus de liberdade. Então, a função de densidade de
probabilidade é dada por

fX (x) =
1

2n/2Γ(n/2)
xn/2−1 exp{−x/2}I(x > 0), α > 0 e β > 0.

E (X ) = n

Var (X ) = 2n

ψ(s) = (1− 2s)−n/2

ϕ(t) = (1− 2it)−n/2 .

Denotaremos a distribuição qui-quadrada com n graus de liberdade por χ2
n.

Note que χ2
n ≡ G(α = n/2, β = 1/2).
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Notas de aula

S2: um estimador não tendencioso para σ2

Suponha que (X1,X2, . . . ,Xn) seja uma amostra aleatória simples de uma
variável aleatória com distribuição normal com média µ e variância σ2.

Considere S2 =
1

n − 1

n∑
i=1

(Xi − X )2 com estimador de σ2 e S =
√

S2 como

estimador de σ.

Sabemos que
(n − 1)S2

σ2 ∼ χ2
n−1 ≡ G

(
n − 1

2
,

1
2

)
.

Logo, E
(

(n − 1)S2

σ2

)
= n − 1 ⇒ E(S2) = σ2.

Como já sabı́amos, S2 é um estimador não tendencioso para σ2.

Vale ressaltar que, em geral, as amostras utilizadas nos gráficos de controle
são pequenas. Por isto a preocupação com não tendenciosidade (nada de
teoria para amostras grandes).



Controle Estatı́stico de Qualidade

Notas de aula

Distribuição de S2

Agora, sejam Y =
(n − 1)S2

σ2 ∼ G
(

n − 1
2

,
1
2

)
e V =

σ2Y
n − 1

= S2.

Então,

FV (v) = Pr(V 6 v) = Pr
(
σ2Y
n − 1

6 v
)

= Pr
(

Y 6
(n − 1)v

σ2

)
= FY

(
(n − 1)v

σ2

)
.

fV (v) =
dFV (v)

dv
= fY

(
(n − 1)v

σ2

)
(n − 1)

σ2

=
(n − 1)

σ2 × (1/2)(n−1)/2

Γ[(n − 1)/2]

[
(n − 1)v

σ2

](n−1)/2−1

exp

[
− (n − 1)v

2σ2

]
=

[(n − 1)/(2σ2)](n−1)/2

Γ[(n − 1)/2]
v (n−1)/2−1 exp

[
− (n − 1)v

2σ2

]
.

Portanto, V ∼ G
(

n − 1
2

,
n − 1
2σ2

)
.
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Notas de aula

Um estimador não tendencioso para σ
Temos que

E(S) = E(V 1/2) =

∫ ∞
0

v1/2fV (v)dv

=

∫ ∞
0

v1/2 [(n − 1)/(2σ2)](n−1)/2

Γ[(n − 1)/2]
v (n−1)/2−1 exp

[
− (n − 1)v

2σ2

]
dv

=
[(n − 1)/(2σ2)](n−1)/2

Γ[(n − 1)/2]

∫ ∞
0

vn/2−1exp
[
− (n − 1)v

2σ2

]
dv

=
[(n − 1)/(2σ2)](n−1)/2

Γ[(n − 1)/2]
× Γ[n/2]

[(n − 1)/(2σ2)]n/2

=
σΓ[n/2]

Γ[(n − 1)/2]

(
2

n − 1

)1/2

.

Defina c4 =
Γ[n/2]

Γ[(n − 1)/2]

(
2

n − 1

)1/2

.

Assim, E
(

S
c4

)
= σ. Portanto,

S
c4

é um estimador não tendencioso para σ.
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Notas de aula

Distribuição conjunta do máximo e do mı́nimo

Seja (X1,X2, . . . ,Xn) uma amostra aleatória simples de uma variável
aleatória com função de distribuição acumulada FX . Defina
U = X(1) = min

16i6n
Xi e V = X(n) = max

16i6n
Xi . A função de distribuição

acumulada conjunta de U e V é dada por
FU,V (u, v) = [FX (v)]n − [FX (v)− FX (u)]n.

FU,V (u, v) = Pr (U 6 u; V 6 v) = Pr
(
X(1) 6 u; X(n) 6 v

)
= Pr

(
X(1) 6∞; X(n) 6 v

)
− Pr

(
X(1) > u; X(n) 6 v

)
= Pr (X1 6 v ; . . . ; Xn 6 v)− Pr (u < X1 6 v ; . . . ; u < Xn 6 v)

(independência)

=
n∏

i=1

Pr (Xi 6 v)−
n∏

i=1

[Pr (Xi 6 v)− Pr (Xi 6 u)]

(identicamente distribuı́das)

= [FX (v)]n − [FX (v)− FX (u)]n, para u 6 v .
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Notas de aula

I Se Xi for contı́nua, então
fU,V (u, v) = n(n − 1)fX (v) fX (u) [FX (v)− FX (u)]n−2, para u 6 v .

Prova: Basta derivar a distribuição conjunta com respeito a u e v .

I As distribuições marginais de X(1) e X(n) são FU (u) = 1− [1− FX (u)]n e
FV (v) = [FX (v)]n.

Prova: Basta tomar os limites de u →∞ ou v →∞ na função de
distribuição acumulada conjunta de U e V para se obter as marginal de
V e U, respectivamente.

I Se Xi for contı́nua, então fU (u) = nfX (u) [1− FX (u)]n−1 e
fV (v) = nfX (v) [FX (v)]n−1.

Prova: Basta derivar as funções de distribuição acumulada marginais
dada no Item anterior.
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Notas de aula

Função de distribuição da amplitude

Defina as seguintes variáveis aleatórias: U = X(1), V = X(n) e R = V − U.

É fácil verificar que R é uma variável aleatória com suporte (0,∞).

Segue-se que

FR(r) = Pr(R 6 r) = Pr(V − U 6 r) = Pr(V 6 U + r)

=

∫ ∞
−∞

∫ u+r

u
fU,V (u, v)dvdu =

∫ ∞
−∞

∫ u+r

u
fV |U(v |u)fU(u)dvdu

=

∫ ∞
−∞

[∫ u+r

u
fV |U(v |u)dv

]
fU(u)ds

=

∫ ∞
−∞

[FV |U(u + r |u)− FV |U(u|u)]fU(u)du

=

∫ ∞
−∞

FV |U(u + r |u)fU(u)du, pois FV |U(u|u) = 0.

Lembre-se que para u fixo, v > u.
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Notas de aula

Função de densidade de probabilidade da amplitude

fR(r) =
dFR(r)

dr
=

d
dr

∫ ∞
−∞

FV |U(u + r |u)fU(u)du

=

∫ ∞
−∞

d
dr

FV |U(u + r |u)fU(u)du =

∫ ∞
−∞

fV |U(u + r |u)fU(u)du

=

∫ ∞
−∞

fU,V (u, u + r)du

= n(n − 1)

∫ ∞
−∞

fX (u) fX (u + r) [FX (u + r)− FX (u)]n−2du.

Para o caso que X ∼ N (µ, σ2), e fazendo a mudança de variável z =
u − µ
σ

,
temos que

fR(r) =
n(n − 1)

σ

∫ ∞
−∞

φ(z)φ(z + r/σ)[Φ(z + r/σ)− Φ(z)]n−2dz.

sendo φ e Φ como as funções definidas anteriormente.
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Notas de aula

Função de densidade de probabilidade da amplitude relativa

Defina W =
R
σ

como a amplitude relativa.

Temos que FW (w) = Pr(W 6 w) = Pr(R 6 wσ) = FR(wσ).

Assim,

fW (w) = fR(wσ)σ = n(n − 1)

∫ ∞
−∞

φ(z)φ(z + w)[Φ(z + w)− Φ(z)]n−2dz.

Segue-se que E(W ) =
1
σ

E(R)⇔ E(R) = E(W )σ.

Defina d2 = E(W ) e d3 = DP(W ) =
√

Var(W ) =
√
σ2

W .

As integrais são resolvidas de forma numérica e os resultados apresentados
em uma tabela.

Note que d2 = E(W ) = E(Z(n))− E(Z(1)) sendo Z(n) e Z(1) o máximo e o
mı́nimo, respectivamente, de uma amostra de uma variável aleatória Z
padronizada. Se Z tiver distribuição simétrica, então E(Z(n)) = −E(Z(1)) e
Var(Z(n)) = Var(Z(1)).


