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Programa da disciplina

® Introdugdo a econometria.

® Modelo de regresséo linear.

e Estimador de minimos quadrados.

® Teste de hipo6teses e selegdo de modelos.

® Forma funcional e mudanca de estrutura.

® Modelos de regressdo nao-linear, semi-paramétrico e ndo-paramétrico.
* Endogeneidade e estimagao por variavel instrumental.

® Modelo de regressao generalizado e heterocedasticidade.
® Sistema de equacgdes.

® Modelos para dados de painel.

® Métodos de estimagdo em econometria.

® Método generalizado dos momentos.

® Estimagao por maxima verossimilhanga.

¢ Estimacgéo e inferéncia utilizando métodos de simulagéo.
® Estimacao e inferéncia bayesiana.
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Introducao

Econometria é a area que foca em aplicagdes de estatistica matematica e as
ferramentas da inferéncia estatistica na mensuragéo empirica de relagdes
postuladas pela teoria econdmica.

Exemplo - Funcao de Consumo de Keynes

C : consumo
C=1X) { X: renda
Temos g
0< ax <1,

a propensao marginal a consumir.
A propensidade média a consumir (PMC), C/X, decai quando a renda sobe

d(C/X):<dC 0)1 ac ¢

ax X x)x<0 =

X ax <X



O modelo de fungéo consumo mais simples é o linear (com restri¢cdes)

C=a+XB8, a>0 e 0<pB<1.

® Podemos estudar alguns conjuntos de dados.

® Seraverdadequea>0e0< g < 1?

® Arelagédo é estavel através do tempo?

® Os parametros mudam se considerarmos instantes de tempo
diferentes? (Uma mudancga na propensidade média a economizar.)

e Existem diferencgas sistematicas nas relagdes para diferentes paises?
Como poderiamos explicar estas diferengas?

e Existem outros fatores que poderiam melhorar a habilidade do modelo
em explicar a relagado entre consumo e renda?



Exemplo
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Figura 1: Consumo e renda agregados dos EUA entre 2000 e 2009.
O ajuste por minimos quadrados resulta em & = —587,19 e 3 = 0, 8827.

Ver arquivo exemplo_01.r



Para os dados reais, temos uma estimativa negativa para a constante do
modelo.

® A teoria esta errada?
® |sto se deve a variabilidade dos dados?

e Sera que o estimador de minimos quadrados é adequado nesta
situacdo?

e Como ficaria a estimagao por maxima verossimilhanga?

e Como ficaria a estimagao bayesiana? E a distribui¢céo a priori?



Elasticidade

Em economia, o termo elasticidade se refere a como uma variavel
econdmica muda em fungéo de outra variavel econémica.

A elasticidade é medida em termos percentuais ao invés de absoluto.

Isto significa que medimos uma mudanga na variavel como uma
porcentagem da quantidade original da variavel.

A mudanga em porcentagem da variavel x é definida por

~ Mudangaem x ~ Ax
Mudanca percentual em x = Valororignal de X — x (de x para x + Ax).

A elasticidade de y com respeito a x € dada por

c_ Mudanga percentualem y  Ay/y
~ Mudanga percentualem x ~ Ax/x’

Em termos infinitesimais, temos que

oy _ xoy
ox/x  yox’




Modelo de regresséao linear multipla

Notacao
y = f(x,X,...,%)+e
= X1/61+X2/82+"'+Xp5p+57

sendo que

® y é a variavel dependente;

® (x1,X,...,X) " éo vetor de varidveis independentes (regressoras,

exploratérias ou explicativas);
° (B1,02,..., [-}p)T é o vetor de coeficientes; e

® ¢ é um distarbio aleatério.

Para o modelo de regresséo acima, a elasticidade de y com respeito a
k-ésima variavel x, é dada por
Xk Oy Xi
e="—1 =B
yoxe y



Equacao da demanda:

quantidade = 8y + prego x B2 + renda x 3 + €.

Equacao da demanda inversa:

preco = 1 + quantidade x v 4+ renda x 33 + &.

Estas sao relagbes validas de um mercado.

Ganhos e educacao:

ganhos = [ + educagdo x f3, + idade x 33 + ¢,

ganhos = [ + educagdo x 3, + idade x B; + idade® x B4 + ¢.



Hip6teses do modelo de regresséo linear

HP.1: Linearidade: y; = Xi1 81 + X282 + - - - + XipBp + €;

HP.2: Posto completo: ndo existe nenhuma relagéo exata entre as
variaveis independentes do modelo;

HP.3: Exogeneidade das variaveis independentes:
E(&‘,‘|X,‘1,X,'2,...,X,‘p) =0 = COV(X,‘,E/) =0
com X; = (X,’1,X,‘27 Cey X,'p)—r

HP.4: Homocedasticidade e autocorrelagédo nula: cada disturbio, ¢;,
tem a mesma variancia, o2, e é ndo correlacionado com
qualquer outro disturbio ¢;;

HP.5: Geracéo dos dados: os dados em (X1, Xz, . . . , Xjp) podem ser
qualquer mistura de constantes e variaveis aleatérias; e

HP.6: Distribuicdo normal: os distdrbios séo normalmente
distribuidos.



Notacao
Temos que
Vi = XaBi+XeBe+- 4 XpBpo + &
Xx"B+e, para i=12....n

® né o namero de observagoes;

® X; = (X1, Xp,....Xp) €O vetor da i-ésima observagao das variaveis
independentes;

® Xk = (X1, Xk2, - .., Xkn) | € O vetor da k-ésima variavel independente;

® y=(y,Y2,...,¥n)" éo vetor da varidvel dependente;

® ¢ =(e1,62,...,6n) " € 0 vetor dos distarbios;

® B=1(51,P2...,Bp)" éo vetor de coeficientes; e

® X = (x1,X2,...,Xp) &amatriz de varidveis independentes.

Assim, o0 modelo de regressao linear multipla pode ser reescrito por

Yy = Xifi+x2fo+---+Xpbp+e ou
y = XB+e.



Exemplos

o y=vx’e*=Iny=Invy+BInx+e élinear, mas

e y=~x?+¢ énaolinear.

Os seguintes modelos séo lineares:

y

a+Px+e
a+ fcosx+¢
1
a+ﬁ;+z—:
a+fBInx+e
a+fBInx+¢e
Iny+BInx+e=a+ pwW+e.



O modelo log-linear

Iny = Bi+BInxe+---+Bplnxp+¢
(Elasticidade constante)

A elasticidade de y com respeito a mudancas em x, é dado por

_dyly 0y Odlny/dy _ diny _

T ox/x  ox x dlnx/0x ~ Olnx P

Exemplo - mercado de gasolina dos EUA - 1953-2004
Considere o seguinte modelo para o consumo de gasolina per capita:

In(G/Pop) = 31+ B2 In(Renda/Pop)+ B3 In Pre¢co+ B4 In(PCN)+ 85 In(PCU) +¢,
sendo PCN o prego dos carros novos e PCU o prego dos carros usados.

¢ Elasticidade renda e prego para a gasolina; e

¢ Elasticidade para demanda com respeito a pre¢o de carros novos e
usados.



Em geral, utiliza-se um modelo semi-log para modelar taxas de crescimento:
Iny: =X, B+~t+e com Olny/ot=r,
sendo a taxa de crescimento por periodo.

O modelo translog
® Se y =g(x1,X,...,Xx), entdo podemos transformar para

Iny =1Ing(xi, Xe,...,xk) = f(Inx1,In X2, ..., In Xx), pois xx = exp(In Xk).
¢ Dai, aproximar por uma expansao de Taylor de segunda ordem em
torno de x = 1. Definimos In x = (Inxy, In Xz, ..., In xx) . Logo,
9f(In x)
I = In X
ny Z 0ln Xk |nx:0n K
1~ Of(lnx)
— - In X, In X .
+ 2;; DIn XD In X lmxeo " M XETE

® Segue-se que

p p P
1
|“y:50+25k|nxk+ EZZVkelnxklnerrs.

k=1 k=1 £=1



Distarbios do modelo de regresssao

Temos:
® E(g;|X) = 0 por hip6tese, ou seja,

E(z11X)
E(e2|X)
EeX)=| . | =0
E(en|X)
L4 E(€/|€1,...,8,;1,6,41,...,5,7) =0;

® Por hip6tese, todos os disturbios sdo simplesmente uma amostra
aleatdria de alguma populagéo;

* E(ei) = Ex (E(eilX)) = Ex(0) = 0;

e Para cada ¢, Cov(e;, X) = Cov (E(ei| X), X) = Cov(0, X) = 0;
Note que E(e;) = 0 nao implica que E(ej|x;) = 0. Isto é, E(¢;) = 0 ndo
implica que Cov(0, X) = 0.

e y=XB+e = E(y|X)=E(XB|X)+E(€X)=X3+0=X3.



Disturbios esféricos

Temos:

® Var(gj|X) = 02, paratodoi=1,2,...,n;
® Cov(ej,j|X) = 0, para todo i # j (correlagdo nula), ou seja,

E(ee"|X) =

® Var(e) =
® Por hipotese, (¢|X)

-E(E1 &1 |X)
E(€251 1X)

(€n€1 1X)

E(E152|X)
E(c2e2|X)

E(nez|X)
0

=l

2
g

Ex (Var(e|X)) + Varx (E(e| X)) = o2,
~ N(0,021).

E(e12n|X)
E(e2en| X)

E(enen|X)



Exemplo
E(yI¥)
E(yIx=x2) -
E(ylx=x1)

E(y|x=xo)

d

Figura 2: O modelo classico de regressao.
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Ver arquivo exemplo_02.r



Minimos quadrados

Temos que
Vi =X B+ei.

® 3 e ¢; sdo quantidades da populagéo;

e A regressio populacional é E(y;|x;) = x; 3;

® b e e sao estimativas amostrais;

e A estimativa de E(yi|x,) é §i = x;" b;

® Sejace; = yi — X 3 o distdrbio da i-ésima observagio;
® Para qualquer valor de b, estimamos ¢; com o residuo

-
e =Yyi—X; b;

e Das definicées, y,=xB+¢c =X/ b+e;
® Podemos estimar 3 com a amostra de (y;, Xx;), i=1,2,...,m;

* Na estimagao de 3 por b, queremos que 0s pontos observados fiquem
perto da reta ajustada;

® Perto neste caso é definido por algum critério de ajuste;
e Critério de minimos quadrados.



Temos

sib)=Y" =" (yi—xb),

com b denotando a escolha do vetor de coeficientes.

Queremos minimizar S(b), ou seja,
min S(b) = min e'le= min(y — Xb)' (y — Xb).
Mas
Sb) = y'y—-b'X'y—y'Xb+b"'X"Xb
= y'y-2y"Xb+b X" Xb.
A condig&o necessaria para um minimo &

9S(b) _ —2X"y+2X"Xb=0.

ob



Seja b a solugdo. Entao, b satisfaz as equagdes normais de minimos
quadrados:
X"Xb=X"y.

Se ainversa de X ' X existir, que segue pela hipétese de posto completo de
X, entédo a solugao é

b=(X"X)"'XTy.
Para esta solugdo minimizar a soma de quadrados,

2
PS(b) _pyry
dbob

deve ser uma matriz positiva definida.

Seja g = ¢" X" Xc para algum vetor arbitrario ¢ diferente de zero. Entao,
g=v'v= ZL v? sendo v = Xc.

A menos que cada elemento de v seja zero, g € positivo.



Exemplo
Yi=0B1+B2Ti+ 3G+ BaRi+ BsPi + ¢

Tabela 1: Observagdes anuais de 1968 a 1982.

Investimento PIB Taxade Taxade
Real Constante  Tendéncia  Real Juros Inflagao
() 1) (n (G) (R) (P)
0,161 1 1 1,058 5,16 4,40
0,172 1 2 1,088 5,87 515
0,158 1 3 1,086 5,95 5,37
0,173 1 4 1,122 4,88 4,99
0,195 1 5 1,186 4,50 4,16
0,217 1 6 1,254 6,44 5,75
0,199 1 7 1,246 7,83 8,82
0,163 1 8 1,232 6,25 9,31
0,195 1 9 1,298 5,50 5,21
0,231 1 10 1,370 5,46 5,83
0,257 1 11 1,439 7,46 7,40
0,259 1 12 1,479 10,28 8,64
0,225 1 13 1,474 11,77 9,31
0,241 1 14 1,503 13,42 9,44
0,204 1 15 1,475 11,02 5,99

Ver arquivo exemplo_03.r



Teorema (regressao ortogonal)

Se as variaveis em um modelo de regressdo sdo ndo correlacionadas, isto &,
sao ortogonais, entao os coeficientes angulares da regressao sao os
mesmos que os coeficientes na regressao individual simples.

Aspectos algébricos da solucao de minimos quadrados
® As equagdes normais sao

X" Xb-X"y=-X"(y-Xb)=-X"e=0.

® Para cada coluna xx de X, temos x,'fe =0.
® Se a primeira coluna de X for de 1’s, entao
1. os residuos de minimos quadrados somam zero,

n
xfe=1Te=> 6=0;
i=1
2. aregresséo no hiperplano passa pelo ponto das médias dos dados; a
primeira equac¢ao normal implica que y = X' b;
3. a média dos valores ajustados da regressao € igual a média dos valores
atuais.

Isto s6 vale se a regressao tiver uma constante.



Projecéo

O valor dos residuos de minimos quadrados é dado por

e = y—Xb
= y-XX"X)"'XTy
= y-Py
= ly—Py
= (I-P)y
= WMy,

sendoP=XX"X)"'X"eM=1-P.
Temos que P é a matriz de projegdo (leva y em y = Xb):
P=P", e P=P.
E M é uma matriz importante pois leva y em e:
M=M", M=M, e MX=0.

Toda matriz simétrica e idempotente é positiva definida, em particular P e M.



A matriz de projegéo

y=Xb+e & y=y+e =
y=y—-e=(I-My=XX"X)"'X"y=Py.

PM=MP=0, e PX=X.

y = Py + My = projegao + residuos.
Podemos reescrever a soma de quadrados da seguinte forma:
y'y = y'P'Py+y "M My
= y'y+e’e
Outras relagdes uteis:

T

ele = yMMy=y My=y'e=e'y

ele = yy-b' X' Xb=y'y-b'X'y=y'y—y'Xb.



Regressao particionada e regressao parcial

Suponha que a regressao envolva dois conjuntos de variaveis X1 e X». Logo,
y=XB+e=Xi18;+ X238, t+ e
Qual é a solugao algébrica para b»?
{XTX1 X;I—X2:| {bq _ [Xry]
X;X: X3 Xo| |b2] ~ |XJy
Resolvendo para b; (primeira equagéao):

X{ X1bi + X{ Xob2 = X{ y
(X7 X)) 7' X] Xiby + (X{ X1) 7' X{ Xoby = (X{ X1) 7' X{y

by = (X{ X)) 'X{y—(X{X:)"'X{ Xaoby
= (X7 X1)7'X{ (y — Xzb2).

b1 é o conjunto de coeficientes na regressao de y sobre Xy, menos um vetor
de corregdo. Suponha que X{ X2 = 0, entdo by = (X7 X1) ' X{y.



Na solugéo de b, temos

(X2 X1)bi + (X2 X2)bo = X2 y

(X2 X1)(X{ X1) 7' X{ (y — Xaob2) 4 (X3 X2)bo = X5 y
X3 Piy — X3 P1Xoby + (X3 X2)by = X2 y

X3 (I - P1)Xobo = X5 (1 — Py)y

X3 M;X2b, = XJ My

by = (X2 M:Xz) "' X3 Miy = (X3'X3) ' X3 y",

sendo X; = M1 X, e y* = Myy.

M, é a matriz construtora de residuos definida para a regressao sobre as
colunas de Xj.

Logo, My X, é uma matriz de residuos.

Cada coluna de M, X, é um vetor de residuos da regressao correspondente
da coluna X, sobre as variaveis em Xj.



Teorema (Frisch-Waugh, 1933; e Lovell, 1963)

Na regressao linear de minimos quadrados do vetor y sobre dois conjuntos
de variaveis X1 e Xz, o subvetor b, é o conjunto de coeficientes obtidos
quando os residuos da regresséo de y sobre X; sozinho sdo regredidos
sobre o conjunto de residuos obtidos quando cada coluna de X, é regredida
sobre X.

Considere uma regressao de y sobre um conjunto de varidveis X e uma
variavel adicional z, e seus respectivos coeficientes por b e c.

Corolario
O coeficiente sobre z em uma regressao multipla de y sobre W = [X,z] é
calculada como

c= (ZTMZ)—1ZTMy — (Z*TZ*)_1Z*y*,

sendo z* = Mz e y* = My os vetores de residuos da regressao de minimos
quadrados de z e y sobre X.

Lembrandoque M=1—-P=1-X(X"X)"'X".



Coeficiente de correlacao parcial

Seja aregressdo y = 1 + B2z + B3x + . Além disso,

(a) yi osresiduos da regressao de y sobre x, isto é, y =y, — a— bx;; e
(b) z os residuos da regressao de z sobre x, isto €, z* = z; — ¢ — dx;,
parai=1,2,...,n.

Entéo, a correlagéo parcial ry, é a correlagéo simples entre y* e z*, isto €,

Z*Ty* .
/(Z*TZ*)(y*Ty*)

pois 0 modelo de regressao tem a constante ;. Dai, 1Tz* =17 y* = 0.

*
Iy =

Notemosque y* =My ez* =MzcomM=1-P=1—-X(X"X)"'X".
Soma de quadrados

Considere agora os residuos u da regressdo: y = Xd + zc + u.

Amenosque X'z=0,dndoserdigualab=(X"X)"'X"y.

A menos que ¢ = 0, unao seraiguala e =y — Xb.



Notemos que
c = (Z*TZ*)—1Z*Ty*7 e
d = X' X)'X"(y-—zc)=b— (X" X)"'X"zc.
Segue-se que
Uu=y-Xb+X(X"X)"'X"'zc—zc=e—Mzc=e—z'c.

Portanto,
u'u=e'e+?(z""z")-2cz" e
Mas
e=My=y"
zTe— z*TMy _ ZTMTMy _ ZTMTy _ Z*Ty*
z*Te _ Z*Ty* _ C(Z*TZ*)7

pois pela equagéo normal (z*7z*)c = z* T y*.

Assim,u'u=e"e— c?(z*"z*).



Teorema (mudanca na soma de quadrados quando uma variavel
¢é adicionada ao modelo)
Se e e é a soma de quadrados dos residuos quando y é regredido sobre X

e u' u é a soma de quadrados dos residuos quando y é regredido sobre X e

Z, entéo
uvu=e'e-c*(z'z")<e'e,

sendo c o coeficiente de z na regressao completa e
z* =[I- X(X" X)~'X "]z o vetor de residuos quando z é regredido sobre X.

Temos que e"e = y* ' y* e pela equagéo normal

C(Z*T *)_Z*Ty* - CZ(Z*TZ*) (Z*Ty*) /( *T *)

Portanto,
uTu B y*T (Z *)Z/Z*TZ*

y*T y* - y*T y*

2
=1-r;



Exemplo (continuacao)

Vi =B1+ BeTi+ B3Gi + B3R + aPi + &
Seguimos a andlise dos dados da equagao de investimento.

Calculamos a correlagao (simples) entre a variavel investimento e as
variaveis de tendéncia temporal (T), produto interno bruto (G), taxa de juros

(R) e taxa de inflagao (P).

Calculamos também a correlagéo parcial entre investimento e as quatro
regressoras dado as demais regressoras.

Tabela 2: Correlagao entre investimento e as demais variaveis.

Correlagdo | Correlagdo
Simples Parcial
Tendéncia 0,7496 -0,9360
PIB 0,8632 0,9680
Taxa de juros 0,5871 -0,5167
Taxa de inflagao 0,4777 -0,0221

Ver arquivo exemplo_04.r



Qualidade de ajuste e andlise de variancia

Podemos perguntar se a variagdo em x € um bom preditor da variagdo em y.

A variagao total é dada por:

SQTot = ZI" RN

J& sabemos que y = Xb + e = y + e. Logo, para uma Unica observagao,
temos que

Yi = Yite=x/b+e

yi—y = y/—y+e,-:(x;—7)Tb+e;.



Exemplo

Vi~

<l
<

1
i X

o R E

Figura 3: Decomposigao de y.

Ver arquivo exemplo_05.r



Algumas propriedades, notagbes e somas de quadrados

X
I X 1. T
Ix=1-1 x= =-11 x
n n
X
X1 — X
X2 =X — 1. .1 1. .1 1. .1 -y
=x-Ix]=[x——-11 x]=[Ix——-11 x]=[I- =11 ]x = Mx.
: n n n
Xn— X

Definimos M = [ — %IIT. Esta também é uma matriz idempotente.
Temos que M1 =0 < 1M =0". Logo,
S %) =1"[Mx]=0"x=0.
=
Além disso,

S (6 =% = (x = 1X) (x — 1X) = (Mx)T (Wx) = x W' Mx = x" Wx



My = MXb+ Me
Me = e e e MX=e X=0".

Finalmente, B ~
y My =b"X"MXb+e'e.

SQTot SQReg SQRes
e SQTot é a soma de quadrados total;
® SQReg é a soma de quadrados da regresséao; e
® SQRes ¢é a soma de quadrados dos residuos.

Coeficiente de determinacgao

g2 _ SQReg _ b'X"MXb _ . e'e




Tabela 3: Analise de variancia.

Soma de Fonte Graus de Média
Quadrados Liberdade Quadratica
Regressdao | b' X'y —ny® | p—1
Residuo e'e n—p s?

Total y'y—ny? n—1 Sy/(n—1)=
b'X"MXb = bTxTIT/I[y el=b"X"My—b" X" Me

= b'X'[I- 11 "Iy (porque X' Me=0)

= bTXTy—EbTXTllTy:bTXTy—%j/TllTy
1

= b'X'y—_(y-eu'y

n n
= b'X'y {Z =D e/} D
i=1 i=1

= b'X'y—ny~.



Exemplo

Yi=01+ BeTi+ B3Gi+ B3Ri + BaPi + €i

Tabela 4: Andlise de variancia - equagao de investimento.

Soma de Fonte Graus de Média R?
Quadrados Liberdade | Quadratica
Regressédo | 0,0159025 4 0,00397563 | 0,9724
Residuo 0,0004508 10 0,00004508
Total 0,0163533 14 0,00116810

Ver arquivo exemplo_06.r



Teorema (Mudanca no R? quando uma variavel é adicionada ao
modelo)

Seja R%, o coeficiente de determinagéo na regressdo de y sobre X e uma
variavel adicional z (u os residuos), seja F:’,Z( 0 mesmo para a regressao de y
sobre X sozinha (e os residuos), e seja ryZ o coeficiente de correlagao
parcial entre y e z. Entéo,

R%. = Rx + (1 — Rx)r;? > Rx.

Prova: Vimosque z* =Mz, y* =My =e = e e=y" ' y*, e

T, T 7T 7* *T % (Z*T.V*)z_ Te(1 — 2
u'u=e'e—c¥ )=y V—W—ee(_yz)-
Logo,
T T T
u'u e'e e'e
Ryz=1—- ——==1-—=+ ——r2=Rx+(1-Rx)r? > Rk

yTMy y™My yTMy



Exemplo - ajuste de uma funcdo consumo

= Anos da Guerra
- — Ajuste ‘Com Guerra'
— Ajuste 'Sem Guerra'

Consumo (Y)
280 300 320
.

260
!

240
|

220
|

T T T T T T T T T T T T
230 250 270 290 310 330 350 370
Renda (X)

Figura 4: Dados de consumo e renda de 1940-1950 dos EUA. Fonte: Economic Report
of the President, U.S. Government Printing Office, Washington, D.C., 1983.

Ver arquivo exemplo_07.r



Tabela 5: Andlise de variancia: consumo e renda.

Exemplo (continuacao) - ajuste de uma funcao consumo

Soma de Fonte Graus de Média R?
Quadrados Liberdade | Quadratica
Regressao 5768,2068 1 5768,2068 | 0,4571
Residuo 6849,9751 9 761,1083

Total 12618,1818 10 1261,8182

Tabela 6: Andlise de variancia: consumo, renda e dicotdmica para anos de guerra.

Soma de Fonte Graus de Média R?
Quadrados Liberdade | Quadratica
Regressao x 5768,2068 1 5768,2068
Regresséo w 6173,5189 1 6173,5189
Regressao 11941,7257 2 5970,8629 | 0,9464
Residuo 676,4562 8 84,5570

Total 12618,1818 10 1261,8,182




O R? ajustado para os graus de liberdade

R? nunca decresce quando uma nova variavel regressora é adicionado a
equacao de regressao. Portanto, é tentador adicionar diversas variaveis
regressoras no modelo para que R? se aproxime de 1.

O R? ajustado para os graus de liberdade é dado por

-
yT™My/(n—1)
Para efeitos computacionais, temos
F=1-""1a-m
n—p

-2 . 7 P .
® O R pode decrescer quando uma nova variavel é adicionada ao
conjunto de variaveis independentes.

* Na verdade, ﬁz pode até ser negativo.



® Uma alternativa para comparar modelos com uma maior penalizagao
pela perda dos graus de liberdade é dada por

F=1-"TP 1_Ry.

O modelo que tem R’ méaximo é o mesmo que tem o valor minimo do
critério de predicao (CP):

-
_ele (1 P\ _2(1.P
CP = nfp<1+n>_s <1+n>'
® Veremos outros critérios de comparacao de modelos baseados no
maximo da fungdo de verossimilhanga com penalizagdo pelo nimero de
parametros (AlIC, BIC, HQIC, etc.).




R? e o termo constante do modelo

A prova que 0 < R? < 1 requer que X contenha uma coluna de 1’s.

Se isto ndo ocorrer, entdo Me +# e, e MX # 0 e o termo 2e' MXb em
y' My = (MXb + Me)" (MXb + Me)

nao se cancela.

Dai,
e'e

RP=1-— —_
yTMy

pode resultar em qualquer valor.

Portanto, devemos ter cuidado ao analisar o % de um modelo de regresséo
que nado contenha o termo constante.

Este é um dos motivos que, em geral, deixa-se o termo constante no
modelo de regressao linear mesmo que testes de hipéteses indiquem o
contrario.



Regresséo transformada linearmente

Na regresséo de y sobre X, suponha que as colunas de X séo
transformadas linearmente.

Exemplo - precificacao de arte

A teoria | da determinacéo de precos de leildo em pinturas de Monet diz que
0 preco é determinado pelas dimensoes (largura W e altura H) da pintura,

Inprego = Bi+LoIinW+G3inH+e
BiXx1 + BoXe + PaxXz + €.

A teoria Il diz que os compradores estdo interessados na area da pintura e a
razdo do aspecto,

71 +72In(WH) + 3 In(W/H) + ¢
= Mz +722 +v32 +§.

In preco

E evidente que zi = Xy, Zo = Xo + X3 € Z3 = Xo — X.



Em termos matriciais, temos Z = XP sendo

1 0 O
o1 1.

01 -1

P =

Teorema

Na regresséo linear de y sobre Z = XP sendo P uma matriz ndo singular
que transforma as colunas de X, os coeficientes s&o iguais a P~'b sendo b
o vetor de coeficientes da regressao linear de y sobre X. Além disto, os R?
das duas regressdes sao idénticos.

Prova: Os coeficientes sao

d

(272)"'Z27y = [(XP)T(XP)] T XP) Ty = (PTXTXP)'PTXTy
= P'X'X)'PTTTP XTy=P (X" X)"'X"y=P'b.

Temos também que

u=y—-2d=y—-ZP 'b=y—-XPP 'b=y—Xb=ce.

Logo,u'u=e'e = R ;= Rj.



Hip6teses do modelo de regresséo linear

HP.1: Linearidade: y; = Xj1 81 + X282 + - - - + XjpBp + €;
HP.2: Posto completo: a matriz X (n x p) é de posto completo;
HP.3: Exogeneidade das varidveis independentes: E(e|x;) = 0;

HP.4: Homocedasticidade e autocorrelagdo nula: cada distirbio, ¢;,
tem a mesma variancia, 2, e é nao correlacionado com
qualquer outro distirbio ¢;;

HP.5: Geracdo dos dados: os dados em (Xi1, X2, . . ., Xjp) podem ser
qualquer mistura de constantes e variaveis aleatérias; e

HP.6: Distribuigdo normal: os disturbios séo normalmente
distribuidos.



O estimador de minimos quadrados

Por hipétese,
E(¢]x) =0 = Cov(x,e) = Cov (E(¢]|x),x) =0 e E(e) = Ex(E(¢|x)) =0.

Mas,
Cov(xX,e) = Ex,c(Xe) =Exy(x(y —x'B8)) =0 =
Exy(xy) = Ex(xx")3 (populacio).

Tomemos a equagdo normal de minimos quadrados X' y = X' Xb que
dividida por n, podemos reescrever como

1 n _ 1 nooT
(Ezi:1xi}/i> = (BZHX,X,- ) b (amostra).

Assim, o estimador de minimos esta parecido com sua respectiva
quantidade populacional. Podemos aplicar a lei dos grandes nimeros sob
certas condigoes.



Preditor linear 6timo

Considere o problema de encontrar um preditor linear étimo para y.
Critério: o erro quadratico médio (EQM) do preditor linear y.
Ignoraremos a HP.6 e desconsideraremos HP.1 que E(y|x) é linear.

Queremos minimizar
EQM = Ex,([y — x"v]%).

Isto pode ser reescrito como
EQM = Exy([y — E(/1X)]°) + Exy ([E(y|X) — x "~]°).
A condigao necessaria é
OExy(E(vI¥) —x"*)  _ ¢ <8[E(y|X) - XT7]2>
) - )
Y Y
= —2Exy(X[E(y|x) - x"1]) = 0=

Exy(xx")y.

Exy(XE(y[x))



Mas

Cov(x, E(y[x)) + Ex(x)Ex(E(y[x))
= Cov(x,y) + Ex(X)Ey(y) = Exy(xy).

Exy(XE(y[x))

Portanto, a condigao necessaria para minimizar o preditor linear, EQM, é
Exy(Xy) = Exy(xx")y.
Teorema

Se o processo de geragdo dos dados (yi, x;), i = 1,2,...,n, étal que a lei
dos grandes numeros se aplica ao estimador

1 n _ 1 n T
(52;:1’"’”) - (EZI‘:1XIX, )b
das matrizes
Exy(Xy) = Ex(xx")B,

entdo o minimo do preditor linear do erro quadratico esperado de y; é
estimado pela regressao de minimos quadrados.



Estimag&o nao tendenciosa

O estimador de minimos quadrados é nao tendencioso para cada amostra.
Temos
b=X"X)"'XTy=(X"X)"'X"(XB+e)=B+X"X)"'X"ec e
E(b|X)=B+E(X"X)"'X"e|X) =8 (pela HP.3).

Portanto,
E(b) = Ex(E(b|X)) = Ex(8) = 8.



Viés: omissao de variaveis relevantes

Suponha que o0 modelo correto seja
y=XiBy+ X208, + ¢
sendo p1 e p» 0s numeros de colunas em X e X, respectivamente.
A regresséo de y sobre X (sem incluir X2) resulta no estimador
by = (X{ X1) 7' X{y = By + (X{ X1) ' X{ X2B, + (X{ X1) "' X{ e.

Logo,
E(b1|X) = B, + (X{ X1) ' X{ X8, = B, + P1.20,,
sendo P> = (XTX1)71XTX2
Portanto, by € um estimador tendencioso de 3,, exceto para os casos que
X{X,=00upg,=0.

A estimacgao do modelo pode ser vista ao impor incorretamente a restricao
3, = 0. Isto introduz um viés na estimagao de b;.



Inclusdo de variaveis irrelevantes

Suponha que o modelo de regressao correto seja
y=XiB; +¢,
mas que estimamos como a modelo de regressao (variaveis extras)
Yy =XiB +Xof3; +e.

Aqui, a inclusdo de X»> no modelo de regresséo pode ser vista como uma
falha em impor que 3, = 0. Portanto, ndo a nada a se provar aqui.

o= [a]

E(b|X) = = .

6% = 5] = 5

E possivel provar que ao aumentar o nimero de varidveis desnecessarias no

modelo faz com que a precisdo das estimativas diminua (a menos que
X{ X, =0).

Temos que



Exemplo

N =10 000
n=100

Densidade
4
|

Figura 5: Distribuicdo amostral do estimador b de 3 na regresséo y = a + 8x + .

Ver arquivo exemplo_08.r



Variancia amostral do estimador de minimos quadrados

b=X"X)"'XTy=(X"X)"'X"(XB+e)=8+(X"X)""X"e.
Logo,

Var(b|X) = E([b-B]lb-B"]X)

E(XTX) 'XTee"X(XTX)7'|X)
(XTX)"'XTE(ee " |1 X)X(XTX)""
(XTX)7'XTPIX(XTX)™" (pela HP.4)
= AXTXx)".

Suponha uma regressao linear simples da forma y = 81 + 2% + . Assim,

temos
Var(b:|X) = =

RS



Exemplo

-6 -4 -2 0 2 4 6 -6 -4 -2 0 2 4 6
X X
(a) Menor variancia em x. (b) Maior variancia em x.

Figura 6: Variancia do estimador b de 3 naregressdo y = a + Bx + .

Ver arquivo exemplo_09.r



Tabela 7: Estimativas para os dados com menor disperséo em x.

Parametro | Estimativa Erro padrdo Estat.t Valorp
Bo 0,52368 0,01579 33,16 <10 ™
B 0,51920 0,01566 33,15 <107

&1 =0,4992 e R? = 0,5240.

Tabela 8: Estimativas para os dados com maior dispersdo em x.

Parametro | Estimativa Erro padrdo Estat. t Valorp
Bo 0,52294 0,01580 33,09 <107 ™
B 0,49683 0,00826 60,15 <107

&2 =0,4996 e R2 = 0, 7838.



Agora, seja b, = Cy um outro estimador ndo tendencioso e linear de 3, em
que C é uma matriz p x n. Entao,

B =E(b.|X)=E(Cy|X)=E(CXB+Ce|X) = CX=I
(existem varios candidatos para C que satisfazem a igualdade) e
Var(b,|X) = s°CC".

Agora, seja D= C — (X" X)~'X" tal que Dy = b, — b. Entéo,
b.=Dy+b=(D+(XTX)'X)ye

Var(b, | X) = o [(D+ (XTX)"'XT)(D + (XTX)‘1XT)T] .
Sabemos que CX =1=DX+(X"X)"'X"X = DX = 0. Portanto,
Var(b,|X) = o*(X"X)"' + o°DD" = Var(b|X) + c°DD" .
e DD" é uma forma quadratica (a' DD"a > 0).

Logo, Var(b|X) < Var(b.|X) para qualquer b, # b e X fixo.



Teorema de Gauss-Markov

No modelo de regressao linear classico com matriz de variaveis regressoras
X, o estimador de minimos quadrados b é o estimador ndo tendencioso e
linear de variancia minima de 3. Para qualquer vetor de constantes v, o
estimador néo tendencioso e linear de variancia minima de v' 3 no modelo
de regressao classico é v b, sendo b o estimador de minimos quadrados.

O teorema também implica que o estimador de minimos quadrados para
cada coeficiente também tem variancia minima. Basta tomar um vetor
v=(0,...,0,1,0,...,0) com o valor 1 no coeficiente a ser estimador.

A variancia incondicional é dada por

Var(b) Ex(Var(b| X)) + Varx(E(b|X))

PEx(XT X)),

pois E(b|X) =8 = Varx(E(b|X)) = 0.



Estimacao da variancia

Sabemos que Var(b|X) = o?(X " X)~". Precisamos estimar 2.

Temos que Var(e;) = E(e?) = ¢ e e; é uma estimativa de ¢,. Entéo,

parece um estimador natural de 2.
Os residuos de minimos quadrados sao
e= My =M[XB+e]=Me, pois MX=0.
Este estimador de o2 é baseadoem e’ e = ¢ ' Me.
Note que os residuos sio correlacionados:
Var(e|X) = E(ee " |X) = E(Mee " M|X) = ME(ee " | X)M = Mc®IM = o°M.

Note que M é uma matriz positiva definida.



Agora, estamos interessados em

E(e'e|X) = E(c" Me|X).
A quantidade escalar ¢ " Me é uma matriz 1 x 1, logo é igual ao seu traco.
Segue-se que

E(tr(e "' Me)|X) = E(tr(Mee")|X) = tr(E(Mee " |X)) = tr(ME(ec " | X))
tr(Mo?l) = o°tr(M).

Otracode M é
tr(ly — X(XTX)7'XT) = tr(1p) —tr(X T X)"'X T X) =tr(l,) —tr(l,) = n— p.
Portanto, E(e" e|X) = (n — p)o®.

Logo, o estimador natural de ¢ é tendencioso. Um estimador n&o
tendencioso de o2 é




Este estimador é ndo tendencioso incondicionalmente também,
E(s%) = Ex(E(s%|X)) = Ex(c?) = 0.
Podemos estimar Var(b|X) por Var(b|X) = s2(XT X)~".

A raiz quadrada do k-ésimo elemento da diagonal de s?(X™ X)~' é o erro
padrao do estimador by.

Normalidade (HP.6)

Se tivermos a hipétese e ~ Ny(0, o°1), entéo
(bIX) ~ Np(B,0*(XTX)), e
(belX)  ~ N (Br, a* (X X)i)-

Lembre-se que b= (X" X)"'XTy = (X" X)"'X" (X3 +¢) = 3 + Ac com
A= (XTX)"'XT, ou seja, sob HP.6 b é uma combinagéo linear de normais.
Portanto, b (condicional a X) tem distribuicdo normal.



Propriedades dos estimadores de minimos quadrados para amostras grandes

Utilizaremos HP.1 até HP.5 (sem normalidade).

Consisténciade b

Suponha que HP.5a (x;,¢;), i = 1,..., n, seja uma sequéncia de
observagdes independentes e que
T
pIimX—nX = Q, uma matriz positiva definida.
Temos que

XTX\ ' /XTe
b=p+ (%) (%)

)
plimb = 8 + @ 'plim (Xne) .

Se @' existir, entdo

pois a inversa é uma fungéo continua da matriz original.



Segue-se n n
= 1Zx'e-— 1Zw-—W
— n ici — n 2 i —
i=1 i=1

Portanto, . e
plimb =3+ Q™ plimw.
Temos que

E(w;) = Ex(E(wi|X)) = Ex(xiE(¢i|X)) =0 = E(w)=

Além disso,

Var(wlX) = E@W'|X)= %XTE(66T|X)X1E _ (%2> (X;X>
Var(w) = awmww»+wummm»:(§)a<f?).

-
Se limp— oo Ex (Lnx> = @, entéo limy_, Var(w) =0e

-
X e =0 =

pimb=8+Q'0=23.
Assim, b é um estimador consistente de 3 no modelo de regresséao linear.



Condigdes de Grenander

HG.1:

HG.2:

HG.3:

Para cada coluna de X, Xk, se d2, = X/ xx, entdo

limn_ oo d2 = +o0. Assim, X, ndo degenera para uma
sequéncia de zeros. A soma de quadrados continuara a
crescer com o tamanho da amostra.

limn_yo0 X5 /02 = 0 paratodo i = 1,..., n. Esta condigao
implica que nenhuma observagdo dominaré x; xx e quando
n — oo, observagdes individuais serdo menos importantes.

Seja R, a correlagdo amostral das colunas de X, excluindo a
variavel constante. Entdo, lim,— R, = C, uma matriz
positiva definida. Isto implica que a condi¢cao de posto
completo sempre sera satisfeita. Nés ja assumimos que X
tem posto completo para uma amostra finita, entao esta
hipétese assegura que a condi¢céo nunca sera violada.

Estas condi¢bes garantem que a matriz de dados sédo “bem comportadas”
em amostras grandes mesmo nos casos envolvendo séries temporais com
tendéncia temporal, séries polinémiais e variaveis de tendéncia (as
hip6teses anteriores eram muito restritivas).



Normalidade assintética de b

Utilizaremos a HP.3 (exogeneidade) e adicionaremos a hipétese que as
observagdes sdo independentes.

Sabemos que

o (52)
[plim (Lf}") } (%) X e=Q"' (%) X'e.

) X"e=+/n(w—-E(w)) sendo E(w)=0.

Sl

Mas

(77



Podemos utilizar a versao multivariada do teorema central do limite de
Lindeberg-Feller para obter a distribuigao limite de v/nw.

Mas w é a média de n vetores aleatérios independentes w; = Xje; com
média 0 e variancia Var(w,) = Var(x;e;) = o?E(x;x; ) = 02Q,. Segue-se que
a variancia de /nw é

*Qp=o® (%) Qi+ Q4+ + Q).

Se a soma néo for dominada por nenhum termo e se os regressores forem
bem comportados, -
lim o2Q, = o2 Q.
n—oo
Portanto, se [x;ei], i =1,..., n, forem vetores independentes distribuidos
.- A . XTX ~
com média 0 e variancia ¢2Q; e se lemT = @, entéo

1

7xTe 9 N(0,52Q).



Segue-se que

Q- (%) XTe 5N (Q70,@162QQ ") = VA(b—8) S N(0,0°Q ).

Teorema
Se {&;} sdo independentemente distribuidos com média 0 e variancia o2 e
Xi € tal que as condi¢gdes de Grenander sdo satisfeitas, entao

a 0'2 —1
bAN (ﬂ, “a ) .
n
Na pratica, é necessério estimar (1/n)Q~"' com (X7 X)~" e ¢® com

e"e/(n—p).



Consisténcia de s2

Temos a variancia assintética de b: (¢2/n)Q~".

Podemos restringir a atencdo a s> como estimador consistente de 2.

& = L eTMe:L[eTe—eTX(XTX)qXTe]
n—p n—p

sl E e )]
o () () (55) o, s

Xt _(XTe\
pI|m< p ) Q e plim (T>_O'

Agora, vamos analizar

Mas

T n
— € € 1 >
2 _ _
2= — = — gf.
n n;’



Neste caso, E(e?) = o2. Pelo teorema de Markov, precisamos de
Ele2)'* < 0o, § > 0, tal que a hipétese minima até agora é que ¢; tenha
momentos finitos um pouco maior que 2.

Além disso, se assumirmos que cada ¢; tem a mesma distribuicao, entao
pelo teorema de Khinchine, momentos finitos até 2 é suficiente.

Convergéncia em média quadratica exigiria que E(e}) = ¢. < oo.

Entdo, os termos da soma sdo independentes, com média o2 e variancia
¢ — o*. Logo, sob condicdes fracas,

T T T —1
pIim:;; = pIimen 1”; = plims3 = 0® = plims? (Lnx) =dfQ".

O estimador apropriado da matriz de covariancia assintotica de b é

Sp=5(X"X)"".



Distribui¢cdo assintética de uma funcéo de b

Seja f(b) um conjunto de J fungdes continuas, e continuamente
diferenciaveis do estimador de minimos quadrados, e seja

c(b) = 12,

sendo C uma matriz J x p cuja j-ésima linha é o vetor de derivadas da
j-ésima fungdo com respeitoa b’ .

Pelo teorema de Slutsky,

plimf(b) = £(3) e plmC(b) = a;gé) -y

Teorema
Se f(b) € um conjunto de fungdes continuas e continuamente diferenciavel

2
de btalquel = %féﬁ) esebiN(B,%Q‘1),entéo

T

f(b) 2 N (f(ﬂ), r (‘inzo*‘> rT) .



A prova do teorema utiliza a aproximagéo de Taylor:
f(b) = f(B) + (b — B) + outros termos.

Na pratica, estimaremos a variancia de f(b) por Sy = sC(X" X)~'C".

Exemplo - demanda por gasolina

In(G/Pop): = 1+ vIn(G/Pop):—1 + B2 In Prego, + 3 In(Renda/Pop);
+ 64|n(PCN)t—|—65|I‘1(PCU):+E:,

sendo PCN o prego dos carros novos, PCU o prego dos carros usados e G o
consumo de gasolina (gasto total (GasExp) divido pelo prego (GasP)).

B
11—~
Ps
1—7'
Utilizaremos minimos quadrados para estimar os parametros do modelo.

* A elasticidade a longo prazo do prego € e; =

® A elasticidade a longo prazo da renda é ez =

Ver arquivo exemplo_10.r



Sejam x; = (1,In Prego,, In(Renda/Pop);, In(PCN);, In(PCU),) ",
Y= |n(G/POp)[ e B = (517. R, ﬁs)—r.

Entdo, podemos reescrever o modelo como:

B o= XtTﬁ-i'V}’tq + &t
1 1
Vi— X B = 7 (}’t—1 — —erﬂ) + et
- 1—7
Yi—pm = (Vo1 — ) + et
Zt = YZt—1 + e,

1
sendo zi = Yt — ity Zi—1 = Yi1 — Wt € it = ﬁX,T,@

Temos, portanto, um modelo autoregressivo de ordem 1 (AR(1)) estacionario
(por hipétese pois estaremos removendo todas as tendéncias com os
regressores em X;).

Da estacionariedade do modelo AR(1), temos que

E(z:) = vE(zi—1) +E(e) = E(z:) =0 = E(y:) = u+ (média de longo prazo).



Agora, podemos calcular as elasticidade de longo prazo do consumo em
relacdo ao prego ou a renda.

A elasticidade a longo prazo do consumo em relagéo ao prego:

o — 0In(G/Pop): Ot P
?” OInPreco, dInPrego, 1—~°

A elasticidade a longo prazo do consumo em relagéo a renda:

_ 9In(G/Pop); Opt _ B
“ = Bin(Renda/Pop); _ dIn(Renda/Pop); 1 —~

Seja 0= (ﬂ1,’y,ﬂg, . .,ﬁ5)T. Entao,
dea(0) ( Be 1 )T
= 077,7707070
(1=7?2"1-~

De3(6) _ B3 1 '
80 _<07(17’Y)270717770’0> N




Estimacao por maxima verossimilhanca

Suponha HP.6 seja verdade. Entao, o estimador dos coeficientes da
regressao por minimos quadrados coincide com o estimador dos
coeficientes por maxima verossimilhanca.

O logaritmo da fungéo de verossimilhanca baseada em uma amostra
aleatéria de tamanho n com erros normais é dada por

(B,0°%) =InL(B,0%) = -g In 27 — g Ino? — #(y - XB3)" (v — XB).

O estimador de maxima verossimilhanga de (3, 2) é dado por
bewv = (X'X)'XTy, e

2 (v—Xb) (v~ Xb)=LeTe

OEMV

1
n
Por ser um estimador de maxima verossimilhanga, bgyy € assintoticamente
eficiente entre os estimadores consistentes, e assintoticamente normal.

Veremos estimadores de maxima verossimilhanga mais adiante.



Estimag&o por intervalo

Comegaremos utilizando todas as hipoteses do modelo de regressao linear,
inclusive HP.6.

Dado & ~ N;(0, o2I), temos que
(bIX) ~ No(B,0*(XTX)7), e
(bl X) ~ N(Br,o®(X X))
Definamos s 0 k-ésimo elemento da diagonal de (X X)~".

Dai, temos
_ bk — Bk

Zk
Vo 2 Skk

~ N(0,1).

Mas o2 é desconhecido.



Resultado 1
Os autovalores de uma matriz idempotente sdo compostos de 0 (zeros) ou 1
(uns).

Resultado 2
O posto de uma matriz idempotente € igual ao seu trago (um ndmero inteiro).

Resultado 3
A Unica matriz idempotente n&o singular € a matriz identidade.

Resultado 4
Se x ~ N(0,1) e C é uma matriz tal que C' C = I, entdo C" x ~ N(0, /).

Resultado 5
Se x ~ N(0,1) e A é uma matriz idempotente, entdo x ' Ax ~ x2, sendo m o
numero de raizes unitarias de A (que € igual ao posto de A).

Resultado 6
Se x ~ N (0, 1), Lx uma fung&o linear e x " Ax uma forma quadrética
idempotente, entdo Lx e x ' Ax sdo independentes se LA = 0.



A quantidade

g

o

o2 o?

(n-p)S* _e'e _ (e)TM(s)

é uma forma quadratica idempotente do vetor normal (/o) com
tr(M) = n— p e a forma linear dada por

(222) e ().

Temos que (X X)~'X T M = 0 pois MX = 0. Dai, temos que a
independéncia.

Teorema (independéncia de b e s?)

Se € é um vetor com distribuicdo normal, entdo o estimador b de minimos
quadrados dos coeficientes € estatisticamente independente do vetor de

residuos e e, portanto, todas as fungées de e, incluindo s°.

Destes resultados, temos que




Consequentemente,

IC100(1—a)% (Bk) = (bk — th—p,1—ay2V 8%Skk, bk + th—p 1—a/2V/ S2Skk)-

Exemplo (continuacao) - demanda por Gasolina

In(G/Pop); = B1 + B2 In Prego; + B3 In(Renda/Pop); + B4 In(PCN); + 85 In(PCU); + ;.
Ver arquivo exemplo_10.r

Tabela 9: Intervalos de confianga de 95%.

Variavel 2,5% 97,5%
Constante -22,7264  -19,6958
In Prego -0,1093 0,0668
In Renda/Pop 0,9395 1,2522
InPCN -0,6896 -0,0576
InPCU -0,1878 0,2279

Os intervalos de confianga para e, e €3 baseados em teoria assintética:

ICes04(c2) = (—0,7099; —0,1129) e ICasy;(es) = (0,6523; 1,2888).



Combinagao linear dos coeficientes

e Seja w um vetor p x 1 de constantes.
e Estamos interessados na combinagéo linear o = w' 3.

e Estimamos a com a = w' b sendo b o estimador de minimos
quadrados.

e Como b tem distribuicdo normal, temos
a~NWw'8,0°w (X" X)'w).

¢ Ainda estimamos o2 com s°.

e Estimamos a variancia de acom s2 = 2w’ (X" X)~'w.

® Segue-se que (a — a)/sa ~ th—p (pois a e s2 sdo independentes).
¢ Dai, podemos construir intervalos de confianga para a.

® Podemos testar somas ou diferengas entre os coeficientes.



Predicédo

® Suponha que desejamos predizer o valor de y, associado ao vetor de
regressores X.,.

e Este valor seria y, = X, B + ..

¢ Segue do teorema de Gauss-Markov que y, = x| b é o estimador nao
tendencioso linear de variancia minima de E(y.|x.).

e Oerrode previsdo é e, = y, — J» = (8 — b) " X, + ..
® A variancia de predicdo para este estimador é

Var(e.| X, x,) = o® + Var((8 — b) " x.|X, x.) = o°(1 + x] (X" X)"'x,).

* Podemos estimar esta variancia ao substituir o> pelo estimador s.
® Assim, um intervalo de predicdo de y, € dada por

IC100(1—a)%(Vs) = (Vx — taj2in—p X €P(Ex), Vs + taj2in—p X €P(E4)).



Exemplo

™ n=10 ’
— Verdadeira /%
— Ajustada B
.
== Int. Pred. ”, -
~ 4

Figura 7: Intervalo de predigao.

Ver arquivo exemplo_11.r



Multicolinearidade

Quando os regressores sdo altamente correlacionados, temos que

® pequenas mudangas nos dados podem produzir grandes variagdes na
estimativas dos parametros;

e coeficientes podem ter erros padrées grandes e baixos niveis de
significAncia mesmo que eles sejam conjuntamente significativos e o R?
para a regressao seja elevado; e

e coeficientes podem ter um sinal equivocado ou magnitudes
implausiveis.



Seja X a matriz de variaveis regressoras com uma constante e p — 1
variaveis medidas como desvios de suas médias, Xx = Zx — zZ«1.

Seja Xy a matriz com todas as variaveis exceto X. Entdo, o k-ésimo
elemento de (X" X)~' é dado por

-1
(Xk Myoyxi)™' = [XkTXk—XkTX(k)(X(Tk)X<k))_1X<Tk)Xk]
_ —1
3 |:T < Xy Xk (X iy X (k) 1X(Tk)xk>]
= [XgXc|1-— -
Xka
1
(1 — RR)suc’

sendo RZ o coeficiente de determinacio da regressio de x4 sobre todas as
outras variaveis do modelo e s = 37, (X — Xk )2

A variancia do estimador de minimos quadrados do k-ésimo coeficiente é o2
vezes a razdo acima,

0_2

VarlodX) = ARy S e~ weE




Com as outras coisas iguais,
® quanto maior a correlagédo de xx com as outras variaveis, maior sera a
variancia de by, devido a multicolinearidade;
e quanto maior a variancia de xx, menor sera a variancia de by; e
e quanto melhor o ajuste geral da regressao, menor sera a variancia
devido a o2.

Dados reais nunca serdo ortogonais (R2 = 0). Entéo, a multicolinearidade
estara sempre presente.

Quando a multicolinearidade € um problema?

Podemos utilizar o nimero de condicdo de X ' X: a raiz quadrada da razo
da maior raiz caracteristica de X" X (sendo as colunas padronizadas para
tamanho unitario) sobre a menor. Valores maiores que 20 sugerem uma
indicacao de problema.



Possiveis caminhos sao

® aumentar o nUmero de observagoes;

e retirar as variaveis mais problematicas do modelo; e

e utilizar componentes principais (pode haver dificuldade de

interpretagéo).

Exemplo - dados de Longley

Tabela 10: Correlagédo entre as variaveis.

Emprego | Preco PIB Militar Ano
Emprego | 1,0000 | 0,9709 0,9836 0,4573 0,9713
Preco 0,9709 | 1,0000 0,9916 0,4647 0,9911
PIB 0,9836 | 0,9916 1,0000 0,4464 0,9953
Militar 0,4573 | 0,4647 0,4464 1,0000 0,4172
Ano 0,9713 | 0,9911 0,9953 0,4172 1,0000

Ver arquivo exemplo_12.r



Tabela 11: Ajuste do modelo com 15 observagdes.

Estimativa Erro padrdo  Estat. t Valor p

Constante | 1459415,1 714182,9 2,04348 0,06825

Ano -721,756 369,985 -1,95077 0,07965
Prego -181,123 135,525 -1,33646 0,21101
PIB 0,09107 0,02026 4,49478 0,00115
Militar -0,07494 0,26113 -0,28698 0,77999

Tabela 12: Ajuste do modelo com 16 observagoes.

Estimativa Erro padrdo  Estat. t Valor p

Constante | 1169087,5  835902,4 1,39859  0,18949

Ano -576,464 433,487 -1,32983 0,21049
Preco -19,7681 138,893 -0,14233 0,88940
PIB 0,06439 0,01995 3,22746  0,00805

Militar -0,01015 0,30857 -0,03288 0,97436




Testes de hipo6teses
Estamos interessados em implicagdes testaveis. Por exemplo, 0 modelo
apresenta algumas restrigoes testaveis.
Suponha o seguinte modelo de investimento (/;):
My Inly = B1 4 Bott + BsAp: + Baln yr + Bst + &, (1)

sendo
® 4;: taxa de juros nominal;
® Ap;: taxa de inflagéo; e
® Iny;: logaritmo da produgéao real.

Entretanto, uma teoria alternativa afirma que “investidores se preocupam
com a taxa de juros real”.

Inl = 51+ Ba(et — Apt) + BsAp: + Baln yr + Bst + e

N&ao temos como testar a hipotese, pois ¢ e Ap; estdo em ambos os
modelos.

Nota: ; — Ap: é conhecida como a equagao de Fisher.



Considere agora a alternativa em que “investidores se preocupam somente
com a taxa de juros real

Mo Ink=B1+ Ba(et — Apt) + Balnyi + Bst + 4. (2)
Agora, em relagdo ao modelo M, temos a restrigao 5z + 53 = 0.
Os modelos em (1) e (2) sdo encaixados.

Se os investidores nao se preocuparem com a inflagdo (modelo M3), entao
B3 = 0. Neste caso, o modelo M3 também seria encaixado com Mj.

Entéo, suponha os seguintes modelos:

Modelo M3: Investidores se preocupam somente com a taxa de juros
nominal (81, B2, 0, Ba, Bs).

Modelo M,: Investidores se preocupam somente com a inflagao
(81,0, Bs, B, Bs).

Estes dois modelos (M3 e My) ndo séo encaixados. Eles tém o mesmo
numero de parametros, mas diferentes covariaveis.

A seguir trataremos de modelos encaixados.



O modelo de regressao linear

y=XB+e.
Restricdes lineares:
miBr+rzfe+---+npbp = g
211+ refo+ -+ rpbp = Q2
B+ rebe+--+rphe = qu

Podemos organizar em notagé&o matricial R3 = q.

A matriz R tem J linhas e J restrigdes, entdo J < p. Estamos eliminando a
possibilidade de J = p para evitar solugao degenerada. As linhas de R
devem ser linearmente independentes.

A restricdo R3 = q impde J restricbes em p parametros livres. Entéo,
existem p — J parametros livres.



Abordagem para testes de hipéteses

Utilizaremos a hipétese de normalidade HP.6.
Queremos testar:
Ho : R,B —q= 0
Hi: RB-—q+#0.

Exemplos:
1. =0,R=[0 --- 0 1 0 --- 0],q=0;
2. 5,(:/31.,32[0 ... 01 0 --- =10

8 Be+Ps+Pfa=1,R=1[0 1 1
4. Bo+Bz3=1,84+Bs=0,05+ B =0,

011000
00010 1] e g=
0000 1 1

5. 0b=083=---=p=0,R=1[0:1,_4],q=0.

R =

10 --- 0],q:



Dado b, estamos interessados no vetor de discrepancias m = Rb — q.
Em termos estatisticos, m é significativamente diferente de 0?

Temos que
b~N(B,*(X"X)™") = m~N(RB-q,c°RIXTX)"'R").

Sob Hy, m ~ N'(0,6°R(X" X)""R") e R3 = q tal que
(1/0)[Rb—q] = (1/0)R(b - B) = R(XT X)X (¢/0) = D(e/0).

Podemos testar a Hy com o critério de Wald. Condicional a X, temos

W = m' [Var(m|X)]'m
_ (Rb—q)’ [RXTX)"'R"] ' (Rb-q)
= 5 o o o (),

uma forma quadratica idempotente em (¢/0) com
—1 —1
tr (DT [R(XTX)*‘RT] D) =tr ([R(XTX)*‘RT} DDT) =tr(ly) = J.

Logo, W ~ 5.



Mas a estatistica W néo pode ser utilizada porque desconhecemos o2.

Podemos utilizar s? (regresséo) para estimar o2.

Resultado 7
Dado x ~ N (0, 1), se x" Ax e x ' Bx s&o duas formas quadraticas
idempotentes em x, entdo x " Ax e x " Bx sdo independentes se AB = 0.

Note que dado x ~ A (0, I), temos que x " Ax e x ' Bx tém distribuicéo
qui-quadrado.

Sabemos que b e s? sdo independentes. Isto implica que W e s® séo
independentes. Logo,

w/J
(n—p)s?/[o2(n - p)]
(Rb—q)" [RXTX)"'R"] " (Rb - q)

- Js2 ~ Fon-p:

F =




Teste de hipdteses com uma restricao

Agora, considere uma abordagem alternativa para testar a hipétese

Ho: npi+rbe+ - +nfp=rpg=q.

Sabemos que G = r" b é o estimadorde g = r' B e que
G=r"b~N(r"B8,0r"(XTX)"r).

Logo, N
9-9 _t,_, sendo ep(d)=s\/r (XTX)-'r.

t= =
ep(q)
Note que #? ~ Fi »_,. Portanto, os testes sdo equivalentes.




Exemplo 12 - investimento restrito
Analizaremos dados trimestrais dos EUA entre jan/1950 e dez/2000. O
modelo é dado por

Inl = B1 + Bott + B3APt + Baln yi + Bst + &t

Primeiro queremos testar Hy : 52 + 83 = 0 (somente taxa de juros real).
® ;€ o investimento real (Realinvs);
® ,; é ataxadejuros (Tbilrate);

* Ap: é ainflagdo medida por variagao no logaritmo do indice de prego ao
consumidor (CPI_U); e

® Iny; é o logaritmo do PIB (Realgdp).
Uma observagéao é “perdida" ao calcular Ap.



Ver arquivo exemplo_13.r

Tabela 13: Resumo do ajuste do modelo irrestrito.

Estimativa Erro padrdo Estat. t Valorp
Constante -9,134092 1,366459 6,684 <107
Taxa de juros | -0,008598  0,003196 -2,691  0,00774
Inflagéo 0,003306 0,002337 1,415  0,15872
In PIB 1,930156  0,183272 10,532 <10 '°
Tempo -0,005659  0,001488 -3,803  0,00019

Além disso, 6 = 0,08618 e R?> = 0,9798.
Ainda, F = 2.395 com 4 e 198 graus de liberdade, e valor p < 1075,



Com os resultados do modelo irrestrito, temos
® g = b+ b3 =—0,008598 + 0,003306 = —0, 00529,
* ep(q) = /ep(b2)? + ep(bs)? + 2cov(bz, bs) =
\/O, 003202 4 0,002342 + 2 x (—3,717e — 06) = 0,002878, e
° t=q/ep(q) = —1,838.
® Como |f| < tye75:198 = 1,972, a hipétese nula ndo é rejeitada.

® Podemos estimar o modelo supondo 8>, = — (3. (Proxima pagina.)



Ver arquivo exemplo_13.r

Tabela 14: Resumo do ajuste do modelo restrito.

Estimativa Erro padrdo Estat. t Valor p
Constante -7,90716 1,20063 6,59 <10 ™
Taxa de juros real | -0,00443 0,00227 -1,95 0,0526
In PIB 1,76406 0,16056 10,99 < 107'®
Tempo -0,00440 0,00133 -3,31 0,0011

Além disso, 6 = 0,0867 e R? = 0, 979.
Ainda, F = 3.150 com 3 e 198 graus de liberdade, e valor p < 1075,



Agora, queremos testar (conjuntamente) a seguinte hipétese nula:
® 3, + 33 = 0 (taxa de juros real),
® 34 =1 (a propensidade marginal a investir é 1), e
® 35 = 0 (ndo existe tendéncia temporal).

Ainda utilizando o ajuste no modelo irrestrito, temos

01 1 00 0 —0,005292
R=|0 0 0 1 0|, g=|(1|, m=Rb—q=| 0,930156 e
0 0

0 0 1 0 —0,00565

©

Var(m|X) = | -2,586e — 04  0,0335887 —2,718e— 04

1,956e — 06 —0,0002718 2,214e— 06

8,238 — 06 —0,0002586 1,956e — 06]

m' [VaWX)} 'm

Assim, F = 7 =109, 8, sendo J = 3.

Como F > Fs;198,0,95 = 2,65, a hipotese nula é rejeitada (valor p ~ 0).



Predicao para investimento

Queremos predizer o primeiro trimestre de 2001 ao nivel o = 0, 05.
® Taxa de juros: 4,48 (90-day T-Bill);
¢ Inflacdo: 528,0 (CPI_U);

PIB: 9316, 8 (realGDP); e

® Tempo: 204.

Ver arquivo exemplo_13.r
O intervalor de predigéo € dado por:
I1Co5% (¥ 204) = (7,159; 7,503).
A taxa anual de investimento real no primeiro trimestre de 2001 foi 1.721.

O logaritmo é 7,4507. Assim, a predi¢cdo contém este valor.



Estimadores de minimos quadrados restritos

e Sabemos que b é escolhido para minimizar e " e.
eTe
y™ My
entdo b é escolhido para maximizar R?.

e O estimador de minimos quadrados restrito € obtido pela solugdo de

® Sendo R =1 — e yTMy € uma constante que néo envolve b,

(Lr;:(y Xb)" (y — Xb) sujeitoa Rb=q.

* Uma fungdo Lagrangeana para este problema pode ser escrita como
L(b., X)) = (y — Xb,)" (y — Xb,) + 2\/ (Rb, — q).

® Como X é irrestrito, utilizamos 2\ como restrigao.

® A solucédo de b, e \, satisfazem as condi¢cdes necessarias:

oL(b., \.)
b,

oL(b,, \,)
W

= —2X'(y-Xb.)+2R"A=0

= 2(Rb, - q)=0.



T T T
{XRX % } K*} = {qu] ou Ad,=wv.

Se a matriz A for ndo singular, entdo d, = A~ 'v.

Se X X for ndo singular, entdo uma solucéo explicita para b, e A, pode ser
obtida usando a férmula da inversa particionada:

b. = b-(X"X)'R"[RX"X)'RT] ' (Rb—q)=b-Cm e
—1
A = [R(XTX)’1RT] (Rb - q).
Além disso,

—1
Var(b,|X) = (X" X)"' = A(XTX)'R" [R(XTX)—‘ R"| RXTX).
(A prova esta na proxima pagina.)

Logo, Var(b,.|X) é a variancia de b reduzida pelas restricdes.



Prova:
Var(b.|X) = Var(b|X) + Var(Cm|X) — 2Cov(b, Cm|X)
= o%(XTX)""+ CcVar(Rb — q|X)CT — 2Cov(b, Rb — q|X)C"
= AX"X)"'+CRA(XTX)"'RTCT —2Cov(b,b|X)RTCT
= 2XTX)"'+02CRXTX)T'RTCT —20.2(XTX)"'RTCT.
Note que

CRXTX)'RT = (XTX)"'RT [:=1(XTX)—1F.'T]_1F.’(XTX)—U::T

(XTX)"'RT.
Dai, temos que
Var(b,|X)

2XTX) 1+ 2 XTX)"'TRTCT —252(XTX)"'RTCT
2XTX)"'—s2XTX)"'RTCT

A(XTX) "~ 2(XTX)TRT [RXTX)TRT] T RXTX) .



A solugéo restrita de minimos quadrados ndo pode ser melhor que a
irrestrita:

e. = y—-Xb.=y—Xb+Xb—Xb,=e— X(b. —b) =
ele,. = e e+(b,—b)' X X(b,—b)>e'e =
R < R.

A perda de ajuste € dada por
—1
ele.—e'e=(Rb—q)" [:I?(XTX)—1 RT] (Rb — q).
Esta é a expressado no numerador do teste F:

(Rb—q)" [RXTX)"'R"] ' (Rb—q) (ele.—e"e)/J

Fo= Js? ~ eTe/(n—p)
__(R-R)
@ F)/(n—p) ~ 7
Se arestrigéo for 5> = - - - = Bp = 0 (exceto intercepto), entdo temos p — 1

restricdes e o teste F usual de significAncia da regressao.



Exemplo - funcao de producao
Fungéo de produgédo de Cobb-Douglas para a industria de metal.

Regressao de minimos quadrados no logaritmo da produgéo (valor
adicionado) sobre uma constante, logaritmo do trabalho e produgéo de
capital.

Uma generalizagdo do modelo de Cobb-Douglas é o modelo translog:
Iny = B+ 5InTR+33InCP
+ Ba E(lnTRﬂ + Bs [%(In CP)Z] + BsInTR x InCP + ¢,

sendo TR a variavel trabalho e CP a variavel capital.

Veremos depois que este modelo relaxa a hipétese de elasticidade unitaria
de substituicdo. O modelo de Cobb-Douglas € obtido com 34 = 35 = 8 = 0.

Sem HP.6 (normalidade) os testes podem ser aproximados para amostras
grandes.



Ver arquivo exemplo_14.r

Tabela 15: Resumo do ajuste do modelo translog.

Estimativa Erro padrédo Estat. t Valorp
Constante 0,94420 2,91075 0,324  0,7489
In TR 3,61364 1,54807 2,334  0,0296
In CP -1,89311 1,01626 -1,863  0,0765
(InTR)?/2 -0,96405 0,70738 -1,363  0,1874
(InCP)?/2 0,08529 0,29261 0,291  0,7735
(In TR)(InCP) | 0,31239 0,43893 0,712  0,4845

Além disso, 6 = 0,1799 e R? = 0, 9549.
Ainda, F = 88,85 com 5 e 21 graus de liberdade, e valor p < 1072

Note o valor da estatistica do teste 7 e seu valor p. Os demais resultados e
outros testes estao descritos no arquivo R.



Restricoes ndo lineares

Trabalharemos com uma restricao e o teste do tipo H : ¢(3) = g.

A estatistica de teste é dada por

_ob)-q _ N B\ p_
= op(c(b) ~ N(0,1), sendo c(b)~c(ﬁ)+< 93 ) (b-P).

O resultado é baseado em consisténcia e ndo em nao tendeciosidade visto
que, em geral, E(g(X)) # g (E(X)). Precisamos estimar o erro padrao do

estimador.
Var(c(b)) ~ (%%”) Var(b| X) ( (ﬂﬁ))
usando h(b) para estimar h(3) = ag(é@).

Assim,

b)) = s\/h(b)T(X™ X)~' h(b).



Exemplo - propensidade marginal de longo prazo a consumir

Dados trimestrais de consumo agregados dos EUA (c;) e renda pessoal (y:)
de 1950 a 2000. O modelo é dado por:

Inct=a+BInyt+vyInci—1 + &t.

A propensidade marginal a consumir (PMC) a curto prazo (elasticidade, pois
as variaveis estao no logaritmo) é .

A PMC de longo prazo é 6 = %
Considere o teste Hy : § = 1. Temos,
o5 1 96 B8

hi(a, B,7) = e h(ofB,7) =

B~ 1- oy~ (T—)E

Ver arquivo exemplo_15.r



Tabela 16: Resumo do ajuste do modelo de consumo.

Estimativa Erro padrao Estat. t Valorp
Constante | 0,003142  0,010553 0,298 0,76624
In(yt) 0,074958  0,028727 2,609 0,00976
In(cr_1) 0,924625  0,028594 32,337 < 10°'®

Além disso, 6 = 0,008742 e R?> = 0,9997.

Ainda, F = 3,476 x 10° com 2 e 200 graus de liberdade, e valor p < 107°.

Para o teste Hy : § = 1, temos que

5=0,9945 ep(5) =0,01636, zps=0,3386 e zpg75 =1,96.

Como |zus| < 1,96, entdo nao rejeitamos a hipotese nula que 6 = 1.



Critérios de selecao de modelos

Definicao
A funcéo de verossimilhanga de 6 é a fungdo que associa o valor f,(y|0)
para cada 6 é definida da seguinte maneira

L(;y):® — R'
6 — LOy)=1f(yle).
Definicao
O critério de informacéo de Akaike (AIC) e o critério de informacao
bayesiana (BIC) para o modelo M; s&o dados por

AIC(M)) = —2InL(8;;y)+2p e
BIC(M;) = —2InL(6;;y)+ pjin(n),

sendo p; 0 nimero de parametros e 6; a estimativa de maxima
verossimilhanga do modelo M;.

Quanto menor o AIC (ou BIC), melhor o modelo ajustado.



Selecéo bayesiana de modelos

Temos M modelos, m=1,2,..., M, fn(¥|Z,0m), sendo fn(.) a densidade
conjunta, y e Z os dados, e 6, o vetor de parametros do m—ésimo modelo.

Suponha que m* seja o modelo correto, desconhecido pelo analista, mas
que seja um dos M modelos.

Seja g(m) = mm a probabilidade a priori do modelo m. Assim, a
probabilidade a posteriori do m-ésimo modelo é dada por

(Y12, M)
S hyiz nm

sendo fm(y|Z, m) a fungédo de verossimilhanga marginal do modelo m,

wm = g(mly,Z) =

fn(y1Z, m) = / (Y12, Orm, M) fn(O1m) IO,



Seja 6m uma estimativa bayesiana, em geral a média a posteriori, dos
parédmetros do modelo m. Entdo, uma possivel aproximagao é dada por

n(¥1Z,m) = Tn(y|1Z, M) = fn(Y|Z, Orm, M) fm(Bm).
Dai, a densidade de previsdo média do modelo bayesiano pode ser
aproximada por
— M o~ ~
f= Zr:1 f(¥|1Z,0:,r)f(6;).
Assim, )
fm(y|;7 m)
f
Voltaremos a este ponto quando tratarmos dos modelos bayesianos.

, para m=1,2,... .M.

Om =



Forma funcional e mudanca de estrutura

Analisaremos maneiras de mudar a estrutura da variavel dependente - no
contexto de regressao - utilizando covariaveis.

Dados dicotdbmicos

® Os dados dicotdémicos (binario, dummy) sdo muito utilizados em analise
de regressao.

® Em geral, utiliza-se estas variaveis em conjunto com outras continuas.

Exemplo - rendimentos
e T = 428 participantes do mercado de trabalho formal;
* Uma equacao de (semilog) ganhos:

In(rendimentos) = 1 + Szidade + Ssidade® + Sseducagdo + Ssfilhos + «;

® rendimentos: salario por hora vezes horas trabalhadas;
® educagdo: anos de escola; e

e filhos: variavel dicotémica indicando (1) a presenca de filhos menores
de 18 anos.



Ver arquivo exemplo_16.r

Tabela 17: Resumo do ajuste do modelo de rendimentos.

Parametro | Estimativa Erro padrdo Estat. t Valorp
B 3,24010 1,76743 1,833 0,06747
B2 0,20056 0,08386 2,392 0,01721
B3 -0,00231 0,00099 -2,345 0,01947
B3 0,06748 0,02525 2,672 0,00782
Bs -0,35122 0,14753 -2,380 0,01773

Além disso, 6 = 1,19 e R? = 0, 041.

O valor —0, 3511952 é considerado como um efeito extremamente grande
(semilog).

oy/y _ Olny
ox/x — Ofilhos

1 — exp(—0,3511952) = 0,2961537 ~ 1/3 (mulheres com filhos recebem
quase 1/3 menos).

Note que € =

x filhos = Bkfilhos (€ um modelo semilog).



Possiveis aplicagcdes de variaveis dicotbmicas

Estudo do efeito de tratamentos em algum tipo de resposta.
Efeito de diploma universitéario na renda ao longo da vida.
Diferengas de sexo em relagao ao salario na iniciativa privada.
Modelo envolvendo uma variavel dicotdmica:

Yi= X/ B+8d+ e

E pratica comum incluir variaveis dicotémicas na regresséo para
modelar algo somente em uma observagéao.

Uma variavel dicotbmica que toma valor 1 (um) somente para uma
observacgao tem o efeito de excluir esta observagao do calculo dos
coeficientes de minimos quadrados e a variancia do estimador (mas nao
o R?).

Diversas categorias (por exemplo, efeitos sazonais):

Ct = B1 + BaXt + 01Dy + 62Dz + 63Ds3 + €4,

sendo x; 0s ganhos.
Uma formulacao alternativa € dada por

Ct = Bxt + 01Dy + 62D12 + 03Ds3 + 94 Dpa + €.



® Diversos grupos de varidveis dicotdmicas.
Yit = o+ BXip + 6; + 0t 4 €ir.

® Precisamos retirar uma dicotdmica de cada grupo.

Exemplo - companhias aéreas

O estudo trata da eficiéncia na produgéo de servi¢os de companhias aéreas.
Temos observagdes de 6 firmas durante 15 anos.

O modelo é dado por

InCiy = p1+062InQit+ Bs(In Q,-,t)2 + Baln Py + B5Cargasl.’t
14 5
+ ZIZ1GIDI,1‘+Zi:15i’:i,t+8/’[

Ver arquivo exemplo_17.r



Em vérias aplicagbes, varidveis dicotdmicas sao utilizadas para fatores
qualitativos somente.

Suponha o interesse no seguinte modelo:
renda = 1 + fB.idade + efeito de educagéo + .
Ensino médio (EM), graduagéo (GR), mestrado (MS) e doutorado (DS).

Uma maneira insatisfatoria de modelar é considerar a variavel E igual a 0
para o primeiro grupo, 1 para o segundo, 2 para o terceiro e 3 para o quarto.

renda = By + Bidade + B3E + €.



Um modelo mais flexivel seria um com variaveis dicotdmicas:

renda = 81 + B.idade + §;GR + 52MS + §3DS + €.

Ensino Médio: E(rendalidade,EM) = i + Bqidade,
Graduagdo: E(rendajidade,GR) = j4 + S.idade + 41,
Mestrado: E(rendalidade,MS) = g1 + B.idade + 0o,
Doutorado: E(rendalidade,DS) = 1 + B.idade + d3.



Regresséao spline (fungao definida segmentarmente por polindmios)

A fungdo que desejamos estimar é

E(rendalidade) = o+ glidade, se idade < 18,
o' + Blidade, se 18 <idade < 22,
o + fPidade, se idade > 22.

Os valores 18 e 22 sdo chamados de nés. Seja d; = 1, se idade> t] e
d» = 1, seidade> 7, sendo £ = 18 e {3 = 22. Temos a combinagéo das
equagobes dada por

renda = ﬂ1 + ﬂgidade + 7 dy + d1djidade + ’Yng + J.0bidade + ¢.
Os coeficientes angulares dos trés segmentos sao 32, 32 + 61 € B2 + 1 + 2.
Para fazer com que a fungao seja continua, precisamos impor que

Bi+ Bty = (Bit+m)+(B+8) e
(Bi + 1)+ (B2 + 616 (B1 + 71 +72) + (B2 + 61 + 82)t5.



Isto implica restrigdes lineares nos coeficientes:
v 401t =0 and 2+ & =0.
Assim,
renda = 31 + Beidade + 61 d; (idade — t) + S»db(idade — &) + e.

Os estimadores de minimos quadrados restritos sao obtidos pela regressao
multipla:

Xy = idade,
X, = idade— 18, se idade >18 e 0 caso contrario,
X3 = idade —22, se idade>22 e 0 caso contrario.

Podemos testar a hipdtese nula Hp : 61 = d» = 0 que implica mesmo
coeficiente angular.



Nao linearidade nas variaveis

Sejaz = {z,2,...,2.} um conjunto de L variaveis independentes.

Seja fi, b, ..., f, um conjunto de p fungdes linearmente independentes de z.
Seja g(y) uma fungéo observéavel de y.

Bifi(2) + Boha(Z) + - - + Bplo(2) + €

Bix1 + BoXxo+ -+ BpXp+ €
= x'B+e.

9(y)

Um modelo comum € o log-linear

Iny:|na+zk/3klnzk+s:ﬂ1 +Zkﬂkxk+€.

Neste modelo, os coeficientes angulares sao elasticidades:

LAYES _8Iny_5
OXx y ) " oinx K




No modelo log-linear,
® Mudancgas sdo medidas em termos proporcionais ou porcentagem.

® [k mede a mudancga percentual em y associada com a mudancga de 1
porcento em Xg.

Termos de interacéo

Um modelo relacionando distancia de frenagem D com velocidade S e
humidade da pista W,

D=1+ 28+ BzsW + B1SW +e.

Neste modelo,
OE(D|S, W
% = P2+ BaW.
Isto implica que o efeito marginal da velocidade na distancia de frenagem
cresce quando a pista fica mais molhada.

Var <8E(D|S, W)

o5 > = Var(Bs) + W2Var(Ba) + 2WCov(fz, Ba).



Podemos tentar identificar ndo linearidades:
® Analise de residuos;
® Regressao linear por partes; e
® Regressao polinomial.

Definicao de linearidade intrinseca

No modelo de regresséo linear classico, se os p parametros 531, B2, . . ., Bp
podem ser escritos como p fung¢des biunivocas, possivelmente néo lineares,
de um conjunto de p parametros 61,0z, ..., 0, entdo o modelo é

intrinsecamente linear em 6.

Exemplo - regressao linear intrinseca

Considere a estimacdo dos parametros do modelo

f(y|x. p. B) = %y exp{—y/(5 + X))

por maxima verossimilhanga.
Ver arquivo exemplo_18.r



Neste modelo, E(y|x) = Bp + px.
Um modelo de regresséo linear intrinseco seria E(y|x) = 81 + [B2x.
Podemos estimar 3¢ e 8> por minimos quadrados.

Podemos estimar também 3 por by /bs.
A estimacao do erro padrédo de 3 se da através do método delta,

83] {83] Cov(by, by).

12 ~q2
. F) — ) Py
Var(B) = [abﬂl Var(by) + 852} Var(bp) + 2 ob; | | 9bs




Exemplo - funcao de producao de elasticidade constante de
substituicao
O modelo é dado por

Iny=1Iny— % IN(6K™"+(1=8)L ") +¢
A aproximacgao de Taylor em torno do ponto p =0 €
Iny = Iny+vdlnK+uv(1—=3)InL+ prs(1—9) {—%[mK— InL]2} +&*
= BiX1 + BaXo + B3Xs + BaXa + €%,
sendox; =1, % =InK, s =InLex, = —(1/2)In®(K/L).
As transformagdes sdo dadas por

i = Iny v = exp(B1)

Bz = Vo d = Po/(B2+ Ba)

Bs = v(1-=9) v=_P+f

B = pvo(1—=36)  p=Pa(B2+ B3)/(B205s)



Estimativas de (1, 52, 83 € B4 podem ser obtidas por minimos quadrados.

Para estimar a matriz de covariancia de 8 = (v, 4, v, p) utilizamos o método
delta.

exp{S1} 0 0 0
0 B3 P
c- 99 _ (B2 +Ba)? (B2 + Bs)?
=287 0 1 1
0 _ Baps _ BB B2+ B3
B33 B255 B2/33

A matriz de covariancias de 0 é, entéo, estimada por
clfxTx)] c'.

Vale ressaltar que nem todos os modelos sao intrinsecamente lineares.



Mudancga estrutural

® Suponha o modelo de regressdo multiplay = X3 + «.

* Queremos testar a hipétese de que 3, = 3, para dois conjuntos
diferentes da mesma variavel.

® Podemos pensar no modelo

N V-0 el )+ [2)

_ XX 0 X1y b
_(¥yT Ty T,y _ | A1 A1 i) _ |M1
o= om0 Ty =[N el [l - o)
e A somatotal de quadrados é e e = e e; + e, e».

® Temos, Hy: RB3=q,sendoR=[l —Illeq=0.

® Prossegue-se com o teste F.

® O namero de graus de liberdade é J e ny + no — 2p. J € o nimero de
colunas em Xo.



Omissao de variaveis relevantes
Suponha que o modelo correto seja y = X18; + X203, + €.
Se regredimos y sobre X4, excluindo X», temos
b= (X7 X)Xy =8, + (X7 X)) X{ XoB, + (X X1) ' X{ e
E(b1|X) =8, + P128, e Var(bs|X)=o*(X"X)"",

sendo P; » = (X{ X1)~"'X] X,. Cada coluna de P; » é o resultado da
regressao das colunas de X, sobre X.

Com X incluido na regressao, teriamos
Var(by 2|X) = o?(X{ MaX1) ™" = o[ X{ X1 — X{ X2(X3 X2) 7' X3 X4]7",
pois Mo = I — Xo(X3 X2) 7' X7 .
Podemos comparar as inversas das matrizes (precisao)
[Var(b: | X)] " — [Var(b: 2| X)] " = (1/0*)X{ X2(Xz X2) ™' Xz Xi,
que € nao negativa definida.

Concluimos que apesar de b; ser tendencioso, sua variancia nunca é maior
do que a de by 5.



Modelo de regresséo generalizado e heterocedasticidade

Trataremos de modelos que nao satisfazem a hipétese HP.4 de
homocedasticidade e correlagdo nula.

O modelo de regresséao linear generalizado é dado por

y = XB+e
E(e|]X) = 0
E(ee'|X) = o°Q=%,

em que X é uma matriz positiva definida.
No modelo (somente) heterocedastico:
wy 0 -~ 0 2 0 --- 0

0 w --- O 0 o2 ... 0
2 =d . . . | = .2



No modelo (somente) correlacionado:

1 P Pt

P1 1 e Pn—2
o?Q = o2 . . .
Pn—1  Pn-2 - 1

Em geral, aparece em modelos de séries temporais (modelo AR(1)).

Conjuntos de dados de painéis, consistindo de observagdes por segbes
cruzadas em varios pontos no tempo, podem exibir heterocedasticidade e
correlagéo néo nula.



Estimacao por minimos quadrados

Para o modelo com disturbios esféricos,
E(e|X)=0 e E(ee'|X) =0l
o0 estimador de minimos quadrados ordinarios (OLS) é

b=(X"X)"'XTy=8+X"X)"'X"e.

® o melhor estimador linear ndo tendencioso (BLUE);

® consistente;

® assintoticamente normal; e

® se os erros forem normais, entdo também é eficiente assintoticamente.



Teorema
Se os regressores e os distlrbios forem nao correlacionados, entdo o
estimador de minimos quadrados para o modelo de regresséao linear
generalizado é néo tendencioso. Condicional a X, a variancia amostral do
estimador de minimos quadrados é
Var(b|X) = E((b-pB)(b-B)"|X)
= E((X"X) "XTee"X(XTX)7"|X)
XTX)'XTAax(XTX)™

0'2 1 T -1 1 T 1 T -1
= -X'X X QX ) [=-X'X
n\n n n
Se e for normalmente distribuido, entao

b~ N(B,o3(XTX) (XTQX) (XTX).

* N&o podemos mais estimar Var(b|X) com s>(X" X)™'; e
® Ostestes t e F ja ndo sdo mais apropriados.



Propriedades assintéticas de minimos quadrados

Teorema
Se Q = plim(X ™ X/n) e plim(X " QX/n) sdo matrizes positivas definidas e
finitas, entdo b é consistente para 3. Sob estas hipéteses, plimb = 3.

A condig&o no teorema acima depende de X e de Q.

Teorema

Se os regressores forem suficientemente bem comportados e os termos fora
da diagonal da matriz Q diminuirem suficientemente rapido, entdo o
estimador de minimos quadrados € assintoticamente normal com média 3 e
matriz de covariancias

Var(b) = Q "plim (%XWZX) Q.



Estimacao robusta das matrizes de covariancias assintéticas

Se 02Q fosse conhecido, entdo o estimador da matriz de covariancia
assintotica de b seria

11ty [Tyl 2 Tyry)
VOLS*E(EX x) (EX [an}x “XTx)

Nosso problema é 0°Q. Assumiremos que tr(Q) = ne X = o°Q.
Em principio, parece que temos n(n + 1)/2 parametros para estimar em X.

Na verdade, precisamos estimar p(p + 1)/2 parametros da matriz

. 1 n n T
plimQ, = pI|mEZi:1Zj:1a,-,»x/x, ,

Voltaremos a este ponto mais a frente.



Estimacao eficiente por minimos quadrados generalizados

Temos que Q é uma matriz positiva definida, logo
Q=CACT,

sendo as colunas de C os vetores caracteristicos de Q e A é uma matriz
diagonal com as raizes caracteristicas de €.

SejaT=CN'/2 entao Q = TT".
SejaP"' =CAN /2 entdao Q' =P'P.
Segue-se que
Py =PX3+Pe ou y, =X.8+e. = E(e.e] |X,) = Po*QPT = 6°l.

Entdo, o modelo de regresséo linear classico se aplica a este modelo
transformado.



Por hipétese, Q é conhecido, entdo y, e X, sdo os dados observados. Logo,
B=X/ X)Xy, =(X"PTPX)"'X"PTPy=(Xx"Q'X)"'x"Q "y

€ um estimador eficiente de 3. Este é o estimador de minimos quadrados
generalizados (GLS).

Teorema
1. Se E(e.|X.) = 0 < E(Pe|PX) = 0 < E(¢|X) = 0, entdo E(B|X,) = 8.
2. O estimador GLS é consistente se plim(1/n)X] X, = Q., sendo Q.
uma matriz positiva definida. Logo, plim[(1/m)X"Q~'X]""' = Q;".
3. O estimador GLS é normalmente distribuido com média 3 e a variancia

amostral R
Var(B|X.) = o*(X] X.) "' = o (X QX)"".

4. O estimador GLS 3 é o estimador linear ndo tendencioso de variancia
minima no modelo de regressé@o generalizado.



Para testar J restri¢cdes lineares, R3 = q, a estatistica apropriada é

_(RB—q)"[R*(XIX.)'R"]'(RB—q) _ (Ei&.—E'8)/J

FJ,n—p

J o2 ’
sendoe =y, — X.Bed? = LI (v = XB)'Q”'(y - XB)
O n—p n—p :

Os residuos do GLS restrito,ec =y, — X*BC, sdo baseados em
Be=B-IX"Q'XI'[RX"Q'X)"'R"]"(RB - q).

Nao existe nenhuma contrapartida precisa para o R no modelo de
regressao generalizado.

Se Q for desconhecido, entdo nédo é possivel utilizar o estimador GLS.

Precisamos impor restricdes em Q para diminuir o nimero efetivo de
parametros a estimar.



Heterocedasticidade

Disturbios da regressao cujas variancias ndo sao constantes para diferentes

observacdes sdo heterocedasticos.
Em modelos de regressao heterocedasticos,

Var(ei|X) = 02 = o®w;, i=1,2,...,n ou
E(ee ) =c"Q =0 | . . =
0 0 wn 0 0

sendo tr(Q) = Zn ,wi = npara evitar problemas de escala.
=



Ineficiéncia de minimos quadrados

® b, o estimador OLS, ¢ ineficiente relativo ao estimador GLS.

* Quanto maior a dispersdo de w; para diferentes observagdes, maior a
eficiéncia do GLS sobre OLS.

e Suponha que a forma da heterocedasticidade seja desconhecida.

e O estimador GLS nao pode ser usado.

¢ Se usarmos b, entdo a matriz de covariancia o2(X ' X)~' é
inapropriada.

* Amatrizo®(XT X)"'(XTQX)(XT X)~" é apropriada.

® Temos, usualmente,

n—-p nNn—-p n-p n—p
pois M =1— X(XTX)~'X. Isto implica que

T T 2
£ ( c'e ’X) _ tr(E(ee'|X)) _ no o
n—p n—p n—p

2 ele e'Me e'e e XX'X)'X'e

)




E (sTX(XTX)’1XTs‘X> tr(E[(XTX)" "X Tee” X))
n—p n—p
tr(c?(XT X/n)~ (X" QX/n))
n-p

2 T -1
= n"_ptr((xnx> QZ),
XTQX 1

= — w,xx

sendo Q;, =

Se b é consistente, ent&o limp_, ., E(s?) = 2.

Se a heterocedasticidade nao é correlacionada com as variaveis no modelo,
entdo pelo menos em amostras grandes, os calculos de minimos quadrados,
apesar de ndo serem a maneira 6tima de utilizar os dados, néo levaréo a
“erros grosseiros”.



Observagoes:
* E verdade que o OLS & ineficiente.

® Se por hipétese da analise - que a heterocedasticidade nao é
relacionada as variaveis do modelo - é incorreta, entao os erros padroes
convencionais podem estar longe dos valores apropriados.

. . 1=n
Estamos interessados em um estimador para Q, = " § _ 1(/—,-Zx,-x,T.
i=

Pode ser mostrado sob condi¢ées bem gerais que o estimador

1 no 2 T
SQ = BZI_:16,-X/X,'

tem plimSy = plimQ..
Assim, o estimador consistente de heterocedasticidade de White é

Var(b|X) = n(XT X)"'So(XTX)"".



Um dos problemas dos quadrados dos residuos de OLS é que eles tendem a
subestimar os quadrados dos disturbios verdadeiros.

Davidson e McKinnon propuseram
1. escalar o resultado final por n/(n— p); e
2. usar €2/m; ao invés de €2, sendo m; = 1 — x;/ (X X)""x..
Exemplo - estimadores de White, e de Davidson e McKinnon
Ver arquivo exemplo_19.r
Modelaremos os gastos mensais com cartdo de crédito (G):
G = 81 + Beidade + Bscasa + fSsrenda + Ssrenda® + .

A variavel “casa” € uma bindria indicando casa prépria ou nao.



Testando a heterocedasticidade

O teste geral de White é dado por Hy : o2 = o2 paratodo i, e H; : Nao Hp.

A dificuldade é em estimar um modelo com n parametros.

A matriz de covariancia correta para o estimador de minimos quadrados &
Var(b|X) = o*(XTX)'(X"QX)(X" X)™"

que pode ser estimada como anteriormente.

O estimador convencional é V = s?(XT X)~".

Se néo existir heterocedasticidade, entdo V dard um estimador consistente
de Var(b|X).



Uma verséo simples e operacional do teste de White é feita ao obter nR? na
regressdo de e? sobre uma constante, todas as variaveis em x; e todos os
quadrados e produtos cruzados de X;.

A estatistica tem distribuicdo assintética qui-quadrada com r — 1 graus de
liberdade, sendo r o numero de regressores na equagao, incluindo a
constante.

O teste de White nao é construtivo. Se H, é rejeitada, entdo o resultado do
teste ndo d& nenhuma indicagao do que fazer a seguir.



O teste de Breusch-Pagan é baseado nos multiplicadores de Lagrange e

tem Hy : o2 = o?f(ap + ' 2;), sendo z; o vetor de variaveis independentes.

O modelo é homecedastico se a = 0.
O teste pode ser conduzido com uma regresséao simples.

A estatistica do teste é
LM = %gTZ(ZTZ)’1ZTg,
sendo g o vetor de observagdes g; = €7/(e"e/n) — 1.

Sob Hy, LM = X2, sendo r o nimero de variaveis em z.

Este teste é sensivel a hipétese de normalidade.



Koenker e Basset sugeriram utilizar um estimador robusto para a variancia

de €2,
A [ ele]’
V= EZ/‘:1 [e, i ] )
Assim,
LM = lv(u—m)TZ(zTZ)*‘zT(u—mL
sendo u = (€3,65,...,62)eti=e"e/n.

Ver arquivo exemplo_19.r



Minimos quadrados ponderados

Tendo testado e encontrado evidéncia de heterocedasticidade, o préximo
passo € levar isto em conta na estimagao.

O estimador GLS é

B=X"Q ' xX)'xTay.
Suponha que Var(g;|X) = 02 = o2w;.
Entdo, o i-ésimo elemento da diagonal da matriz Q' é 1 /w;.
O estimador GLS é obtido ao regredir

V1 /+/w1 X1T/ w1

Yo/ /w2 Xz [/w2

Py = sobre PX =

N X7 [/



Aplicando-se o OLS ao modelo transformado, n6s obtemos o estimador de
minimos quadrados ponderados (WLS),

B= [Z; W,'X,'X,T}_1 [Z;Wixi}//] ,
sendo w; = 1/w;.

Uma especificagdo comum é que a variancia seja proporcional a um dos
regressores ou de seu quadrado, por exempo se o2 = o?x2, entdo o modelo
de regressao transformado para GLS é

Yy X4 X2 €

T =l BB

Xk g & Xk & Xk Xk
O estimador WLS é consistente seja qual for os pesos utilizados, mas os
pesos ndo podem ser correlacionados com os distirbios.

Entretanto, a escolha dos pesos deve ser feita com cuidado para nao “afetar
em demasia” os erros padrdes do estimador GLS.



Modelos para dados de painel

Dados que combinam séries temporais e se¢des cruzadas sdo comuns em
economia.

Temos um modelo de regresséo da forma:

T T
Yi = XpB+2zZ a+eq
T
= XiB+ci+ei.

® Xx; inclui p regressores, excluindo o termo constante.

* A heterogeneidade ou o efeito do individuo é z;” « com z; contendo o
termo constante e um conjunto de variaveis individuais ou em grupo
(raca, sexo, localizacgao, etc.).

® Exogeneidade estrita: E(ci|Xi1, Xi2,...) = 0.
¢ Independéncia na média: E(ci| X1, Xi2,...) = a.



Estruturas do modelo

1. Regressao de colecao (pooled): se z; contiver somente um termo
constante, entdo OLS resulta em estimativas consistentes e eficientes
deaef.

2. Efeitos fixos: se z; ndo é observada, mas correlacionada com xj,
entdo o estimador de minimos quadrados de (3 é tendencioso e
inconsistente como consequéncia da omissédo de uma variavel.

O modelo y; = x,-T,B + aj + €jr tem «; como um termo constante para
cada grupo i.
Efeito fixo esta relacionado com a correlagéo de ¢; e Xxj.

3. Efeitos aleatorios: se a heterogeneidade individual ndo observavel,
entretanto formulada, for por hipétese nédo correlacionada com as
variaveis incluidas, entdo o modelo pode ser formulado como:

Vi = XiB+E@Z a)+{z/a—-E(z a)}+ei
= X;rrﬁ+06+ui+8it-

4. Parametros aleatorios: y; = x; (8 + h) + (a + u;) + €.



Modelo de regressao de colecao (pooled)

Temos o seguinte modelo e hipoteses:

Vi=a+XiB+er, i=1,....n, t=1,....T

E(e|xi, Xi2,..., X)) =0
Var(eu|Xit, Xiz, . . ., Xit.) = 02
Cov(er, ejs|Xit, Xiz, ..., Xir;) =0 se i #jou t #s.

Nesta forma, se as outras hipdteses do modelo de regressao linear classico
sdo satisfeitas, entdo podemos aplicar os resultados anteriores de minimos
quadrados ordinarios.



Estimacao por minimos quadrados

® As hipéteses para a aplicagdo de minimos quadrados ordinarios sao
raramente satisfeitas.

* No modelo de efeitos aleatérios, y; = ¢; + X; B + i, sendo
E(ci|Xi) = a, temos
Yi = a+XiB+ei+ (¢ —E(c|X)
= a—i—X;ﬁ—&-a,H—u;
= oz—|—X,-T,3+w,-t.

Deste modo, E(wiwis) = o2 quando t # s (correlacionado).

® O estimador de minimos quadrados ordinarios no modelo de regressao
generalizado pode ser consistente.

¢ Entretanto, o estimador convencional da variancia assintética pode
subestimar a verdadeira.



Estimacgéo robusta da matriz de covariancia

® Suponha o modelo (agrupando observagoes)
=XiB+wi.

® Pode existir heterocedasticidade entre os individuos.

® Entretanto, o maior problema de dados de painel € a correlagéo entre as
observacgdes ou a autocorrelacéo.

¢ Suponha que Var(w;|X;) = Q
e O estimador de minimos quadrados ordinarios de 3 é

b = (X"X)'XTy :[Z" X,-TX,-]f1 S Xy,
37 0] 3 s )
ﬂ+[z X/ x| X



A varincia assintética

Var(b) = plim [Z;x?x} plim [Z X wiw] ] plim [Z X' X ]
=plim [3°" x7x)] " plim [ X7 @] pim [ X7 x|

A matriz no centro deve ser estimada, entao

Var(b) = [Z X' x ] [Z X oo X HZ XX ]

Este estimador da variancia assintética leva mais em conta a correlagdo
entre as observagdes cruzadas e nédo a heterocedasticidade.

1

Exemplo - salarios

Trataremos da modelagem dos salarios de chefes de familia entre 1976 e
1982. Para isto, sdo utilizadas diversas covariaveis.

Ver arquivo exemplo_20.r



O modelo de efeitos fixos

O modelo de efeitos fixos &€ dado por
Vie =Xi B+ i +en
A formulacao de efeitos fixos implica que a diferenga entre grupos pode ser
capturada em diferengas no termo constante.
Cada «; é tratado como um parametro a ser estimador.

Problema: qualquer variavel invariante no tempo tera o efeito do termo
constante especifico do individuo.

Os coeficientes nas variaveis invariantes no tempo nao podem ser
estimados.

Esta falta de identificagéo é o prego que se paga por robustez da
especificagdo de correlagdo ndo medida entre os efeitos comuns e as
varigveis exégenas.



Estimacao por minimos quadrados

Vamos supor que os dados sejam balanceados e que y; e X; os dados
agrupados de cada grupo i.

Y, =XiB+ 1a; + €.

Temos,

Y X1 1 0 0 Qq €1

Y- Xz 01 0 [e%) €2

l=1.8+ St

yn Xn 0 0 e 1 Qln En

ou
y=XB+Date=[X d do - d] [ﬁﬂ,

sendo D= [dy d» --- d»] e d;uma variavel indicadora da /-ésima
unidade.

Este € um modelo de regresséo classico. Portanto, ndo é necessario
nenhum resultado novo para analiza-lo.



O modelo de efeitos aleatorios

O modelo de efeitos fixos permite que o efeito individual ndo observado seja
correlacionado com as variaveis incluidas.

Uma reformulagéo do modelo é
Vi = Xi B+ (a+ u) +ei
com p regressores, incluindo uma constante. Temos,
u=2zla—Ez/a) e E(z/a)=a«a

Vamos supor exogeneidade estrita:

E(et|X) = E(u|X)=0,

E(ilX) = of  E(U|X)=0],
E(exuyj|X) = 0, paratodoi,tej,
E(cicislX) = 0, se t#s e i#],

E(uiy|X) = 0, se i#j.



Agruparemos em blocos de T observagoes, y;, X;, uil e ¢;.

e =i + U, 1;=Ni,Mi2,. ..

i)’

EMmf|IX) =02+ 05, E(mmslX) =05 t#s,
E(nins|X) =05 t+#s paratodotesse i+j.

Assim,
oZ+oh  of
: b o?+od
Enmi IX)=Z=| . :
ULZI Oy

o5
2
Oy

=o?lr + 02117,

2 2
oe +ou

As observagoes i e j sdo independentes, logo a matriz de covariancia para

as nT observagbes é Q =1, ® X.



Minimos quadrados generalizados

S rvTo-lvi-lyTo-1y " VTe 1y ] N pyT—1

B=(X"Q X)X Q 'y = [Zi:1x, b x,] S Xy,
Precisamos estimar a matriz . Uma abordagem para estimar as
componentes de variancia é a seguinte:

e Estimaremos 0?7 = 02 + 02 conjuntamente através da variancia do
modelo de regressao de coleg¢ao (pooled).

e Estimaremos o2 através da variancia do modelo de regressao com
efeitos fixos.
* Finalmente, estimaremos o pela relagéo of = o — oZ.

Apds estimar a matriz de variancia X, estimamos 3 pela equagao acima e
— n ~—1 -1
Var(@ix) = [37 X2 x)]

Exemplo - salarios (revisitado)

Trataremos da modelagem dos salarios de chefes de familia entre 1976 e
1982. Para isto, sdo utilizadas diversas covariaveis.

Ver arquivo exemplo_21.r



Regressao nao linear e minimos quadrados néo lineares

A forma geral do modelo de regresséo néo linear é
yi = h(xi, B) + ;.

Existem modelos que podem ser linearizados como
y = eﬁ°X1’81 X232e

Entretanto, estamos interessados em modelos em que este tipo de
transformacgéo nédo é possivel.

Exemplo
Modelo de funcao de producao da elasticidade constante de substituicdo:

Iny=Iny—ZIn (6K +(1=8)L ") +e.
P



Hip6teses do modelo de regressédo nao linear

HP.1 Forma funcional: E(y;|x;) = h(x;,8),i=1,2,...,n, sendo
h(x;, B) uma fungéo diferenciavel continuamente de 3.

HP.2 Identificagédo: o vetor de parametros do modelo ¢é identificado
(estimavel) se existir um parametro nao nulo 3° # 3 tal que
h(x;, 8°) = h(x;, 3) para todo x;.

HP.3 Média zero dos distarbios: pela Hipotese 1 temos
yi = h(x;, 8) + ¢; sendo E(¢;|h(x;, 3)) = 0.

HP.4 Homocedasticidade e autocorrelagéo nula:
E(a,?\h(xj,ﬂ),j: 1,...,n) = cP<ooe
E(eigjlh(x;,8), j=1,...,n) =0 paratodo i # j.

HP.5 Processo de geragéo de dados: x; € estritamente exdgena
ao processo ¢; e tem o0s dois primeiros momentos bem
definidos e convergentes.

HP.6 Modelo de probabilidade: existe uma distribuicao de
probabilidade bem definida para ¢;.



Condigao de primeira ordem para um modelo nao linear

Exemplo

Seja 0 modelo
Yi = B1 + B exp{Baxi} +&i.

Entao,
S(b) = j(y, — by — bs exp{bsxi} ),
tal que B
6;(:) _ iz";(y, — by — byexp{baxi}) = 0
os(e) _ i(y, — by — beexp{baxi}) exp{bax} = 0
%t()f) - zn:(y, — by — by exp{bsx;})baxiexp{bsx;} =0,

i=1

nao tem solugao analitica.



Definicao

Um modelo de regresséo nao linear € um na qual as condigbes de primeira
ordem de estimagao por minimos quadrados dos parametros sdo fungbes
nao lineares dos parametros.

Regresséo linearizada
Seja 0 modelo de regressao linear é
y=h(x,8)+e.
A expans&o de Taylor em torno de 8°:

0
hx.B) ~ hx8)+ Zf R IR

- [ -l (5[« S (M5

oh(x, 8°)

O 0 z ~
o Dado 3°, temos que x; é fungéo dos dados.

Seja xP =



K K
h(x,B8) =~ {ho — Zkﬂx,?ﬂ,?} + Zk:1X£5k L L BN
y o~ hO_XOTIBO_"_XOTB_’_Eé
y _ y—ho-i-XOTBO:XOT,B-f—EO.

€ contem o distlrbio verdadeiro mais o erro de aproximacéo de Taylor de
primeira ordem.

Conhecendo 3°, podemos calcular y° e x° e estimar os parametros 3 por
minimos quadrados.

Exemplo - regressao linearizada

Vi = B1 + Beexp{faxi} + €.
—1, X = %”—6(2 — exp{Ax}, € X = %h—éa) — Bx exp{Ax}.

YO =y — h(x, 5,63, 89) + BIx} + B3x3 + 33X




Sob certas condigbes, o estimador de minimos quadrados nao linear é
consistente.

Além disto, b ~ N (B, [Q°]~ 1) sendo Q° = pIim%XOTXO e
Var(b) = 63(X°T X°)~".

Solucao iterativa

b = [ T[S K- x|
b+ [X xT] T [S X )]

_ bt + (XOTXo)71XoTeO
b + Ay.

Um estimador consistente de o2 é



Estimacao por variaveis instrumentais

® Temos trabalhado com a hip6tese de que x; e ¢; sdo ndo
correlacionados no modelo de regressao linear.

® Existem aplicagbes em economia onde isto n&o &€ possivel.

® Sem esta hip6tese, nenhuma das provas de consisténcia ou nao
tendenciosidade do estimador de minimos quadrados permanecem
validos.

Exemplo - modelos de dados de painel dinamico.

.
Yit = Xit B+ VYit—1 + €t + Ui
Temos y; :—1 é correlacionado com o distarbio ej + u;.

® Podemos utilizar o método de variaveis instrumentais.



Hipoteses do modelo

Das hipéteses anteriores, manteremos o resultado

pim(XTX/n) = Qx e HP3I:E(gx)=n = E(xe)=r.
Sob certas condicdes de regularidade, plim(1/n)X e = ~.
Assim, os regressores X ndo sao mais exégenos.

Agora, suporemos que existe um conjunto de variaveis Z tal que
1 - Exogeneidade: elas sdo nao correlacionadas com os disturbios; e
2 - Relevancia: elas séo correlacionadas com as variaveis X.

Estas (variaveis Z) sao chamadas de variaveis instrumentais.



Hipoteses:

HP.7I: [x;,z;,&],i=1,...,n, formam uma sequéncia iid de
variaveis aleatérias.

HP.8la: E(x2) = Qu .k < co, uma constante finita, k = 1,..., K.

HP.8lb: E(Z2) = Q... < co, uma constante finita, ¢ =1,..., L.

HP.8lc: E(zigxik) = Qu ek < o0, uma constante finita, £ =1,...,Le
k=1,...,K.

HP.9I: E(&,‘|Z,‘) =0.

Além disso,
e plim(1/MZ"Z = Q,
* plim(1/n)Z" X = Q. (relevancia), e
e plim(1/nZ"e = 0 (exogeneidade).



Estimacéo

Minimos quadrados ordinarios

E(b|X)=8+(X"X)"'X"n+#p3 (tendencioso)

T —1 T
plimb = 3 + plim (X X) plim (Xn€> =B+ Qy'y # B (inconsistente).

Estimador por variaveis instrumentais

Temos, E(zje;) = 0, entao

. (Z7e . (ZTy . (ZTXB
plim (T) = plim <T) — plim (T) =0.
Portanto,

i (27) - fin (£2)] i) - im (22




Suponha que Z tenha o0 mesmo numero de variaveis do que X.

Opostode Z" X é p, e Z" X é uma matriz quadrada. Logo,

i (25 o (52) -

que nos leva ao estimador por variaveis instrumentais

by=(2Z"'X)'Z7y.
Ja provamos que b,y é consistente.
A distribuicao assintotica de b,y é dada por

by ~ N(,B, 0_202—)(1 szo;z1)

T T
sendo Qz = plim (ZnX> e Qz; = plim <an>




Estimamos o2 por
~ 1
0'2: — E i:1(y,—xfTb/v)2

n
e temos
— 1[/e%e\/z2"x\ ' /Z272\ /x"Z2\"
won - 4[(5)(58) (59) (59

- 2@ X2 2(XT2)

sendoe=[I-X(Z"X)'Z"ly =y — Xby.



Se Z contiver mais variaveis que X, entdo podemos ter a projecdo das
colunas de X no espaco das colunas de Z:

X=2z1Z2"2)'Z"x.
Neste caso, temos as variaveis instrumentais Xe
by=(X X)'X'y=(X"22"2)"'2"X]"'X" 2272 2"y.
Temos também
Var(by) =53[X"2(2"2)"'Z"x]".
Podemos reescrever
by =X X)Xy =(X"(I-M)X)"' X (I- M)y =X X)"'Xy.

Isto € chamado de estimador de minimos quadrados em dois passos
(primeiro X, depois byy).



O estimador de o2 ndo deve ser baseado em X.

O estimador

2 _ (y—Xby) (y — Xby)
Sy = n

é inconsistente para o2, com ou sem a correcéo para os graus de liberdade.
Exemplo
No modelo de equilibrio de mercado, podemos ter a equagao

Wksit = 71 + 2 In Wagei: + vs Ed; 4+ vaUnion; + vs Fem; + uj.

Se o0 nimero de semanas trabalhadas e o salario aceito sdo determinados
conjuntamente, entdo In Wage e u;; nesta equacgao sado correlacionados.

Consideramos dois conjuntos de variaveis instrumentais:

z1 = [1 ) /ndih Edf, Unionjt, Fem,-]
e
Z, = [1,Indy, Ed;, Union;, Fem;, SMSA].



Tabela 18: Equagéo do trabalho estimada.

Variavel OLS IV com Z4 IV com Z,
Estimado E.P. Estimado EP Estimado EP.
Constant 44,7665 1,2153 18,8986 13,0590 | 30,7044  4,9997
In Wage 0,7326 0,1972 5,1828 2,2454 3,1518 0,8572
Education -0,1532 0,0321 -0,4600 0,1578 -0,3200 0,0661
Union -1,9960 0,1701 -2,3602 0,2567 -2,1940 0,1860
Female -1,3498 0,2642 0,6957 1,0650 -0,2378 0,4679

* Notemos o valor baixo para o coeficiente do In Wage no OLS.
® As duas estimativas por variaveis instrumentais sdo maiores.

® Para as variaveis Z», utilizamos a estimagédo em dois passos discutidos
anteriormente.



Estimacao por méaxima verossilhanga

A funcgao de verossimilhanca é dada por

L(Bly) = f(1,- .-, ynl0) = [ [ f(vil6)

i=1
para y;, i =1,...,n,iid condicional em 6.

O logaritmo da fungao de verossimilhanga € dada por

n
(Oly) =InL(6ly)=>_" Inf(yl6).
Suponha que no modelo classico de regressao os disturbios sejam normais.
Entéo,

n

1
«oly, X Zlnfy,|x,70) Z [In02+ln(27r)+?(y;—x,-7,6)2

i=1

sendo X a matriz n x p dos regressores com a j-ésima linha igual a x;.



Estamos interessados em obter estimativas dos parametros, 6.

Definicao
O vetor de parametros 6 é identificavel (estimavel) se para qualquer outro
vetor de parametros, v # 0, para algum dado y, L(~v|y) # L(8|y)-

O principio da maxima verossimilhanca

Suponha uma amostra de 10 observagdes de uma distribuicdo Poisson: 5, 0,

1,1,0,3,2,3,4e1.
g~ 1000 920

LOIY) = 357360
Qual valor mais provavel de 6 que produziu esta amostra?

A fungao tem um Unico maximo em 6 = 2, que é a estimativa de maxima
verossimilhanga.



ooly) = —n9+nYIn9—Z; In(y;!)
olely) _ ny _ ~
00 = n-+ 5 =0, = Ow=Yy,
22¢(6y) _ny — o
@~ = g < 0, = y, épontode maximo.

Chamamos de equacao de verossimilhanca a expressao:

0¢(6|dados)  Oln L(6|dados)

06 - 00 =0

Denotaremos:
* 9 como o estimador de maxima verossimilhancga;
® 0, o valor verdadeiro do vetor de parametros; e
® 6 um outro valor possivel do vetor parametros.



Teorema

Sob regularidade, o0 EMV tem as seguintes propriedades assintéticas:
M1: Consisténcia: pIim@ = By.
M2: Normalidade: 8 ~ N(8q, [I(60)] ") sendo

2
1(6o) = Eo (-%).

M3: Eficiéncia: 6 ¢ assintoticamente eficiente e atinge o limite
inferior de Cramér-Rao.

M4: Invariancia: o EMV de v = ¢(6,) é 0(5) se ¢(6y) é uma
funcdo continua e continuamente diferenciavel
(transformacgdes biunivocas).

_ 9Inf(yil6)

Se g, 0 (a fungéo escore) e H; = 91nf(y1|6)

5090 (a matriz de

informacéo), entao
D1: Eo(g;(0)) =0;e
D2: Vary(g,(0)) = Eo(—Hi(0)).



Teor1ema ]
Eo (Ez(eo)) > Eo (ﬂ(@)) para qualquer 6 # 6, (incluindo ).

O valor esperado da log-verossimilhanga € maximizado no valor verdadeiro
dos parametros.

Teorema (Cramér-Rao)

Sob condigbes de regularidade, a variancia assintética de um estimador,
consistente e assintoticamente normal, do vetor de parametros 6, sera
sempre no minimo maior ou igual a

o e (- Z00)] - e (“02) () )]




Teste da razao de verossimilhanca

Seja 9y 0 EMV sob 0 modelo irrestrito e 8z sob 0 modelo restrito.

Sejam também L e Lg as respectivas fungdes de verossimilhanga avaliadas
nestes pontos.

Entao, a razdo de verossimilhanca é

pY

f—'ﬁ com 0< AL
Ly

Teorema R
Sob regularidade e sob Hj, a distribuigdo para amostras grandes de —2In A
€ qui-quadrada, com os graus de liberdade igual ao numero de restricdes
impostas.

A hip6tese nula é rejeitada se este valor ultrapassa o valor critico apropriado
da distribuicdo qui-quadrada.



Teste de Wald

Se x ~ Ny(u, X), entdo (x — p) T X7 (x — p) ~ x5

Suponha que 0 seja a estimativa do vetor de parametros sem restricdes e
que Hp : ¢(0) = q.

Se as restricdes sdo validas, entdo 9 deve satisfazé-las. Caso contrario,
¢(0) — q deve ser longe de 0.

Teorema
A estatistica de Wald é

W = (c(6) ~ q)" [Var(c(®) ~q)]  (c(0) — ).

Sob Hp, em amostras grandes, W tem uma distribuigao qui-quadrada com os
graus de liberdade igual ao numero de restrigdes, isto €, o nimero de
equagdes em ¢(0) — q = 0.

Ademais, Var(c(8) — q) = CVar(8)C ' sendo € = {82(@6)} :



Teste do Multiplicador de Lagrange

Suponha que maximizamos a log-verossimilhanca sob a restricao

¢(0) — q = 0. Seja X o vetor de multiplicadores de Lagrange e definamos a
funcado lagrangeana

InL*(8) = InL(0) + A" (¢(6) — q).
A solugéo é dada por

OlnL* dInL(0)

_ T
0 ~ o8 €2
dln L*
X = ¢(0)—q=0.

Podemos testar Hy : A =0.



Teorema
A estatistica de teste do multiplicador de Lagrange é
~ T ~
oL ~ 1-1 (040
v — [ 249R) [10r)] 94Or) ) |
801:] 30!?
Sob Hp, LM tem distribuicgao limite como qui-quadrada com graus de

liberdade igual ao nimero de restricdes. Todos os termos sédo calculados no
estimador restrito.

Comparando modelos

Duas medidas comuns para modelos nao encaixados baseados na mesma
l6gica séo
e Critério de Informacdo de Akaike: AIC = —21In L(@) +2p; e

e Critério de Informagéo Bayesiana/Schwarz: BIC = —2InL(6) + pInn,

sendo p o nimero de parametros do modelo. Menor AIC (ou BIC), melhor o
modelo.



Modelo de regresséo linear normal

Yi=x/B+e.

L(B, 02) = (2#02)_"/2 exp {—LeTe}

202

= (271'02)7"/2 exp {—#(y — Xﬂ)T(y - X,@)} .

_ T _
UB,0%) = ~ 5 In(2r) = 2 Ino® — (y Xﬂgagy X8)

A

4

0B | T |0, =X (y-XB)

902 T 202 204

e'e

Buv=(XTX)XTy e i =",



Temos,

0°U(B,0%)  9°(B,0%) XX
8ﬂaﬂT 8ﬁ802 - 2
Fip.o) PUBN)| T | <X
902003 d(02)? ot
st [PXTX)

s.o5] =

Temos, v/n(55y — o%) % N(0,20%).




Se Hy: R3— q=0,0testedarazao F,
_ (Rb—q)"[Rs*(X"X)"'R"](Rb - q)
N J

para qualquer tamanho de amostra se os disturbios forem normalmente
distribuidos.

F ~ ~7:J,/77p7

Os outros testes e suas estatisticas de teste continuam nao tendo
distribuicdo exata conhecida para amostras finitas ou pequenas.



Modelo de regressdo generalizado

yi:x;rlg+6i7 i:1727"'7n
E(e|X) =0
E(ee'|X) = o°Q.

Por hipétese, teremos © como uma matriz constante conhecida.

UB,0%) =~ In(2r) - 5 Ino” %m Q| - %‘z(y —Xx3) (v - XB)
(% = %XTQ"(V— XB) = %Xf(y* -X.8)=0 Q'=P'P
% Z—%Jr%(y—xﬂfﬂ*(y—xa) X, =PX
= —2%2 + %(y* - X.8)" (v, — X.8)=0. y,=Py
Bw = (XIX)'XIy=xxT@'x)"'x"Q'y e
G = — (V. — XBuy) " (V. — X.Buy)

(y - X,B\Mv)—r971 (y - XBMV)’

SI=3/=



Temos que G4, é tendencioso para o2. Para obter um estimador nao
tendencioso precisamos multiplica-lo pelo fator n/(n — p).

Se Q for desconhecido, entéo precisamos estimar (3, o2, Q)
simultaneamente.

Mas Q tem n(n+ 1)/2 — 1 pardmetros. Precisamos impor restricoes.

Em geral, a estimag&o conjunta de todos os parametros sera complicada.

Modelo de heterocedasticidade multiplicativa
Considere um modelo de regress@o com variancia dada por
of = o exp{w] o} = exp{z] 7},

sendo z] = (1,w) e~ =(Ino? a’).

Neste caso, tomamos Q = diag(exp{z{ 7}, exp{z3 7}, ..., exp{z} v}).



9B,7)

oU(B,~)
oB
oU(B,~)
Oy
OU(B,7)
8BoB"
(B, 7)
0Bo~T

0°0(8,7)
OvoyT

n 1

—5In(@m) - 5 of 22,102

n

~2 In(2r) 22 Inz~ — 22117@(’){277}
n Ej

S xS =X =0

ep{2, 7}

27 (e 1) =0

_Z" — 1 X =-x"Q'x

i=1 exp{Z,T'y}

n gj T
e
1 n 2



Temos,

826(,8,7) . Ax: 7)) —
E<_7T) = 0 porque E(e|xi,z)=0, e

826(,3,7) o 1+ 512 o) —
E< 7T) = EZ Z porque E( 2 X/72:>

Seja § = (8, ). Entao,
X"Q'Xx 0
0 1777

() [

O método do escore é um algoritmo para encontrar uma solugao:

=—H.

5t+1 = (S[ — ﬁ71gt

- aﬁT ? 8,-7T

sendo g — ( o6(9) ae(a)>T_

1.



Como H é bloco diagonal, temos
Bt = B+ (XXX Qe
= B+ (X' X)X (y - XB)
X', ' x)x'Qy

Yo = w+ [2272)7) BZ;Z«‘ (ﬁ”ﬂ

Esbog¢o do algoritmo:

1. Estime a variancia dos distdrbios o2 com exp{z; v}.

2. Calcule B, 4.

3. Calcule v, ;.

4. Calcule dt1 = 6111 — 1. Se dy,+ for grande, retorne ao Passo 1.
Temos também que

Var(ﬁmv) = (x'e'x)"!
Var(Yuy) 2Z2'2)7".



Testar a hipotese de homocedasticidade, Hy : « = 0, usando o teste de
Wald,

—1
W= a') EZTZ} (5) =2a"(Z{ MZ)a ~ 5.
Exemplo
In C,'yt =61+ B2In Oi,t + ,33[|n Qm]Z + B3 In me + ﬁsLoadfactor,-,t + €it,

sendo
® C;: o custo total;
® Q;aproducdo; e
® Pf;; o preco do combustivel.

Os dados sdo compostos de 90 observagdes para seis firmas observadas
em 15 anos.

Para completar o modelo, temos

o2 = o® exp{aloadfactor; ;} = exp{y1 + y2Loadfactor; ;}.



Tabela 19: Modelo de heterocedasticidade multiplicativa

B B2 B3 Ba Y2
9,2774 0,91609 0,021643 0,40174 9,78076
(0,20977) (0,032993) (0,011017) (0,016332) (2,839)

Paratesta Hy : « = 0, temos W = (9,78076/2,839)? = 11,869 > 3, 84.
Logo, rejeitamos a hipétese nula.



Modelo de fronteira estocastica

y = f(x) produgao dado os insumos Xx.
Temos que y < f(x) = y = h(x, 3) + u, u deve ser negativo.
Qualquer disturbio diferente de zero deve ser interpretado como ineficiéncia.

Da funcdo Cobb-Douglas, temos

Iny =81+ Bilnxk—u, u=0.
k

Fronteira estocastica:

ny = 51+Zﬂk|nXk—U+V, u>0, v~N(0,0d%)
K
- 51+Zﬁklnxk+s.
K

A fronteira de qualquer firma particular é h(x, 3) + v.



Os dados estao em logaritmos, logo u é a medida da porcentagem na qual a
observacéao particular falha em atingir a fronteira (razao de produgéo ideal).

Sejame =v — u, A\ = 0y/0,, 0 = (02 + 02)"/? e d(z) af.d.a.

Para o modelo normal truncada,

, T 1.2 122 —e
lnh(sl‘ﬁaA7U)—|: |n0'+§|n; E(;) +In¢(T):|7

e para o modelo exponencial

In h(eilB, A\, o) = {In@ + 10205 +0gi+Ind <_Ei - 90)} , E(e) = —

1
2 oy 0

Fazemos 8y = 81 + E(¢) e e* = ¢ — E(¢), para obter

Iny = o+ Zkﬂkm Xi +e”.



Para o modelo normal truncada, temos
Ej
UB,0,\) = —nlno + fln; - le 1 (;) +Z,f In® (

Sejaf =1/0 e~ = (1/0)83. Entéo,
nInH—{—fIn;—fZI . ( Vi — X 7)

LB,o, ) =
+ 3 o (<A0y - X))
Definimos:
® ;= 5,‘/0' = 6'}/,‘ — X,T’y
¢( AO(/) _ 6i

b 5(}’:7)(17)\ 9 7) q)( )\Oé)
® z;=(x/,—y)", comdimensdo (p + 1) x 1
e t;=(0",1/6)", com dimens&o (p + 1) x 1.

€iA




As equacdes de verossimilhanga séo

00(7,0,2) - - oF T
W = ;t,+;a,z,+)\;5,z,—o

dl(~,0,X) 4 B
T == - ; 6/0{/ — O

Temos também

H(y,0,)) = Z" {{(AZA; —ziz] (6 — )\a,-A,-)z,] B {t,t?

i=1 (5,‘ — )\CM,‘A,')Z,Tr C(,ZA,‘ 0T

Segue-se que Var ((ﬁT, 6, X)T) = [H(?yT, 9, X)] 71,

~

omy = 1/§MV e By = %

Mv

0
0

I}



Recorremos ao método delta para estimar as variancias.

0B/oy 0B/08 0B/oN| [-(1/) —(1/@)F ©
G=|05/057 05/00 05N =| O —(1/6%) 0

ON/OF  ONJOO  ON/OX 0o’ 0 1
— N~ ~ 11
Var ((,8,8, )\)T) =G [H(fyT,e, /\)] G'. Também podemos estimar

~2 ~2732

A,% = 0-7/\ e (/J'\E, %

14+ A2 1+ A2
Em geral, estamos interessados nas eficiéncias u;. Mas obtemos somente
e=y—x'j.
Podemos, entretanto, utilizar a seguinte aproximacéo:

oA o(2) _eX
E(u\g)_1+)\2 {177(1)(2)—2}, z=2=

para o modelo normal truncada e



¢(z/ov)

LS TRd2 z=—c— 002
q)(Z/O'l,)’ € Ou,

E(ule)=z+ o0,
para o modelo exponencial.

Podemos estimar estas quantidades com as estimativas de maxima
verossimilhanga.

Estamos interessados também na variancia relativa. Para o modelo normal
truncada,
Var(e) = Var(u) + Var(v) = (1 — 27)05 + o7,

e para o modelo exponencial

1 2
Var(e) = 7 +o5.
Mais uma vez, podemos utilizar as estimativas de maxima verossimilhanga
para estimar estas quantidades.

O melhor neste caso seria aplicar a estimac¢ao bayesiana dos
parametros do modelo, inclusive a estimacao de todas eficiéncias u;.



Estimacao e inferéncia bayesiana

_ plyle)p(6) _ L(Bly)p(0)
POYY = oy T p)

o p(yl0)p(0) = L(6]y)p(0),

0|y) a distribuicdo a posteriori;

0) a distribui¢éo a priori;

y|0) = L(8]y) a fungédo de verossimilhanga; e

y) a distribuicdo marginal dos dados ou a verossimilhanga marginal.
Temos,

mm=/ﬁmmmmw.

Além disso, p(y) < oo para existéncia da distribuigao a posteriori.



Andlise bayesiana do modelo de regresséo classico

y=XB+e, e~N(0,5°.
Logo,

L(8.%) = (2no®) e {5y~ X8) (v - X)}.
Seja d = n— p os graus de liberdade e
y—-XB=y—-Xb-X(B-b)=e—X(3-b).
Entao,

2
ey =X (- X8) = (=% ) a4 58 B XX( - b



Logo,

2
Loy X)= (20) ") e { - 5%, |
% (27r)—P/2(0_2)—P/2 exp {_%(ﬁ _ b)T[O_Z(XTX)—1]—1 (,3 _ b)}

NICED P
“ T 1)(” A
—p/2| 2 —1/2 1 Tr 211
x(2m) P2o*a| e —5(8-b) [°A] (B b) |,
sendon/2=d/2+p/2,v=d/2e A =(X"X)"".
A verossimilhanga é proporcional ao produto de uma inversa gama () com

parametros § = v — 1 e A\ = vs?, e uma normal p dimensional (3|c?) com
média b e matriz de covariancia o®A.

Podemos considerar uma priori ndo informativa,

p(B,0%) %



p(B,a%y, X) < L(B, 0%y, X)p(B, %)

o (?‘(912/))” (02),(1,#) exp {_%522}

X (ZW)*P/z)ng’_Uz exp {f%(g —b)T[2A] (B - b)} .

Agora seja A(B) = (8 — b)TA~"'(B — b)/2, entdo

e 2
(Bl X) = [ p(.o%ly. X)do® o [ (%) exp { AP L i
r(n/2)

1 —((n-p)+p)/2
= )+ vse * T(/2) [1 + @A(,@)]

1 T T e 111 —((n—p)+p)/2
—r(n/2) 1+ (8~ B IEXX) (5~ b) .

Assim,
Bly, X) ~ thp (b, SZ(XTX)_‘) (p dimensional).



E facil mostrar que
(0°1y, X) ~ IG(v,vs°).

Logo,

E(8ly, X) b, para n—p>1,
v

E(®ly,X) = s°, para v>1(n—p>2).

v—1

Podemos considerar também uma priori informativa. Por exemplo,

(8l0®) ~ Np(bo,0°By) e o° ~IG(m,mos) (priori normal gama).

pB.Y.X) o (o) ep - Lo mat 4 v}
—1/2 1 B
< |5 Men{-30-a"z (-2,
sendo
1 1
> = [0_250_1+J_2XTX] = [Bo‘1+XTX] e

a = ¥ (0‘230‘1b0 + a_2XTXb) .



Assim,

Bly,X) ~ tip(ax") e
(®ly,X) ~ ZIG(v+m, mos+vsd).

Exercicio
Encontre a expresséo exata de X*.

Em problemas mais complicados, teremos que recorrer a métodos
numéricos, como a amostragem de Gibbs.

Para utilizar a amostragem de Gibbs no modelo de regressao com priori nao
informativa, temos

(ﬁ|0’2,y,X) ~ Np(bvaz(XTx)_1) €
%18,y X) ~ IG(n/2,C(B)),

sendo C(B) = vs® + (B — b) T X" X(3 — b).



Modelo probit

Considere o modelo probit
i = X/B+e, &~N(01),
yi = 1 if y*>0, casocontrario y; =0.
Temos também que
Pr(yi=1|x;) = ®(x/ B8) e Pr(y;i=0/|x;)=1—-o(x/3).
A fungéo de verossimilhanga

n

Lyix.8) =T [otx @) [1 - o/ B)]

i=1

11—y

e teremos a prior como p(8) o 1. Assim,

17, [o(x7B))" [1 — o(x78)]

p(Bly, X) = _ s o
J T2 [o 8" [1 - o7 8)]" " dp




A média a posteriori € dada por
/ BIIL, [*(x B)) [1 — o(x B)]' " dp

E(Bly, X —
/ [, [ )" [1 - 0(x7 )] 0B

O célculo das integrais acima é complicado.
Consideraremos a técnica conhecida como variaveis auxiliares.

Trataremos y;* como quantidades ndo observadas a serem estimadas junto
com 3.

Primeiro, temos que p(3|y*,y, X) = p(3ly*, X) e também
Bly* .y, X) ~N(b* . (XTX)™') sendo b* = (XTX)"'XTy".



Agora, sabemos que (¥[8, X) ~ N (x;' 3,1). Mas y; tem informagéo sobre
yi*. Logo,

i'lyi = 1,8, %) ~ N (x| 8,1)I(0, +0)
(y/*|yi = Oaﬁaxf) ~ N(XIT:Ba 1 )I(*OO, 0)
Com estas equagdes podemos utilizar a amostragem de Gibbs.

Portanto, E(3|y, X) e E(y*|y, X) pode ser estimado com a amostra da
posteriori.



Exemplo
Temos o modelo,

Pr(GRADE; = 1|8, x;) = ®(51 + B2GPA; + B3 TUCE; + B4PSI),
sendo

® GPA; a média dos pontos do estudante;

® GRADE; uma variavel dicotdmica indicando se a nota do estudante no
curso de macroeconomia intermediario foi mais alta que nos cursos
iniciais;

e PSI; uma variavel dicotdmica indicando se o individuo participou do
Personalized System Instruction; e

® TUCE; a nota do estudante em um teste de economia.



Tabela 20: Estimacéo do modelo probit para as notas.

Variavel ' .EMV ,B.ayesiano
Estimativa E.P. Média D.P.
Constante -7,4523 2,5425 | -8,6286 2,7995
GPA 1,6258 0,6939 | 1,8754 0,7668
TUCE 0,0517 0,0839 | 0,0628 0,0870
PSI 1,4263 0,5950 | 1,6072 0,6257




Estimacao consistente: o método dos momentos

* Momentos populacionais e amostrais.

® Os momentos populacionais dependem dos parametros que estamos
interessados em estimar.

® A amostra contém informagdes em forma de estatisticas como
momentos.

e Se o modelo tiver p parametros, igualamos os p momentos
populacionais aos p momentos amostrais correspondentes.

® Entdo, escrevemos os parametros como fungées dos momentos
amostrais (das estatisticas).

® Os momentos serdo consistentes pela lei dos grandes nimeros.

® Os momentos serdo assintoticamente normais pelo Teorema de
Lindeberg-Levy.

e Aplicacao do teorema de Slutsky garante a propriedade dos
estimadores dos parametros.



Seja mi(.) uma fungédo continua e diferencidvel que nao depende do
tamanho de amostra n e seja

_ 1 n
’77I<:*ZI.:1I77k(yi)7 k=1,....p.
Segue-se que
pllm ﬁk = E(mk(y,)) = H(th . ,ep)-
As p equagdes dos momentos sao
Mn1(0) = M —pa(6s,...,0p) =

0
Mn2(0) = Mo — pz(61,...,0p) =0

Mnp(0) = Mp— pp(01,...,0p) =0.



* Na maioria dos casos os estimadores pelo método dos momentos nao
sdo eficientes.

® A excegao é na amostragem aleatéria das distribuicdes na familia
exponencial.

Definicao (familia exponencial)
Uma distribuigao pertence a familia exponencial se tem o logaritmo da
funcao de verossimilhanga dada por

InL(¢|dados) = a(dados) + b(8) + > _ c(dados)s(6),

sendo a(.), b(.), ck(.) e sk(.) fungdes.

Lembremos que cx(dados) é uma estatistica suficiente.



Em geral, consideramos os momentos como

1Y
mk:E;mk(y,), k=1,...,p.

Um estimador apropriado da matriz de covariancia assintética de
m=(my,...,mp) é

1 ,k=1{‘Z[mf(y,-)—m,-][mk(y,-)—mk]}, jik=1.2.....p.

n ni|ns4

Agora, seja G(6) a matriz p x p cuja k-ésima linha é o vetor de derivadas
parciais
—=T 8ﬁk(9)
Gy = .
KT 00T

Da expanséo de Taylor em torno do valor verdadeiro 6, temos

0~ m(B) + G (80)(8 — Bo).



Portanto,
Vn(6 — 80) ~ —[G (80)] " v/n[fi(00)].

Usando esta aproximagao, pode-se provar que
0~ N(60,D),
1
sendo A = 5{—["(90)]"}¢{—[I'(90)]’1}.
Podemos estimar a variancia assintética A por

Var(8) = ,17 [@"@yF'a®)] .



GMM sob a condigao de ortogonalidade

Considere o estimador OLS no modelo de regressao classico. Por hipotese,
E(xiei) = E(xi(yi — X/ B)) = 0.

Na amostra, temos

1ix-§' = 1ix'( —x/B)=0
nl:1 1 I7n1:1 ly’ ] - .

Podemos ver que o estimador OLS é um estimador do método dos
momentos.



Para o estimador de variaveis instrumentais,

plim (:7 Zz,-a) = plim (:7 > zily —X,'Tﬁ)> :
i=1 =1

Na amostra, temos
1 n
<1xTz> (lsz) (1ng> gyt S K& =0,
n n n n n<

Podemos ver que este estimador é um estimador do método dos momentos.



Estimadores de maxima verossimilhanga séao obtidos ao igualar a derivada
da log-verossimilhancga a zero.

A funcao de verossimilhanga ponderada é

1 InL 9|y, Zlnf ,VI|X/,

Sabemos que

dln f(y,\x,-,()) o
E (T _0-

Na amostra, temos

1InL(Bly. X) _ 1y OIn f(yilxi,0) _ o

T n < 00

Podemos também ver que este estimador € um estimador do método dos
momentos.



Generalizando o método dos momentos

® Existem casos em que temos mais equac¢des de momentos do que
parametros. Logo, o sistema é sobre identificado.

® Para utilizar toda informagao na amostra é necessario criar um critério
para evitar os confitos que podem existir em um sistema sobre
identificado.

e Suponha que o modelo envolva p parametros, 8 = (6+,...,6,)", e que
a teoria fornece um conjunto de L > p condi¢gdes de momentos,

E(mg(y,-,x;,z;, 0)) = E(mll(e)) = 07

sendo y;, X; € z; variaveis que aparecem no modelo.
® Denotaremos os correspondentes momentos amostrais por

_ 1 1
Moy, X, Z,0)= > me(yi.x;,2,0) = > . mi(6).



A menos que as equagbes sejam funcionalmente dependentes, o
sistema de L equacdes em p parametros desconhecidos,

1

me(6) = -

S My, xi,2,0) =0, £=1,...,L

nao terd uma solugao Unica.
Uma das possibilidades é minimizar a soma de quadrados,

C/Z m(6) " m(6).

Pode ser mostrado que plim m(0) = E(m(0)) = 0, isto é, o minimizador
de g é um estimador consistente de 6.

Podemos também utilizar minimos quadrados ponderados,
q =Tm(6)" W,mi(6),

sendo W, qualquer matriz positiva definida que depende dos dados
mas nao dos parametros. Supomos também que plimW, = W, uma
matriz positiva definida.



Podemos utilizar uma matriz W, como diagonal com elementos que séo
os inversos das variancias individuais dos momentos,

1 1
We = ——F——~ =

Var(v/nme) e’
O estimador de minimos quadrados ponderados deve minimizar
qg=m(6) o "m(6).

Em geral, os L elementos de m podem ser correlacionados.
Para utilizar minimos quadrados generalizados, podemos definir a
matriz,

W = [Var(vnm)] " = o
Se W, é uma matriz positiva definida e se plim m(@) = 0, entdo o
estimador GMM é consistente.



® A matriz de covariancia assintética do estimador GMM é
_ 1 T -1 _ 1 T 17"
vGMM_E[r wr] _E[r ® r} ,
sendo I' a matriz de derivadas com a j-ésima linha igual a
amy()
007’

r’ = plim
e ® = Var(y/nm).
® Por hip6tese, temos que

Vni(8o) & N(0, ®).

Teorema
A distribuigdo assintotica para o estimador GMM é

Ocun  ~ N(0,Veum).



Estimacdo GMM em modelos econométricos

Consideraremos o modelo de regressao com variaveis instrumentais,
T
i = X;B+ei
E(Z,‘€,’) = 0,
para p variaveis em x; € um conjunto de L > p variaveis instrumentais z;.

O resultado da regressao generalizada aparece se z; = X; e a regressao
classica ao adicionar que Q2 = I.
Consideraremos trés casos:

* Regressao classica: Var(g;| X, Z) = o2,

* Heterocedasticidade: Var(;| X, Z) = o2,

* Regressao generalizada: Cov(et, es| X, Z) = 02wss.



A hipétese E(z;¢;) = 0 implica a condi¢do de ortogonalidade
Cov(zj,e;) =0 ou E(zi(y;— x;'8)) =0.
As equagdes de momentos da populagéo séo

£ (13 20— x78)) = Em(B) =0

n

As equacgdes de momentos da amostra séo

15 2028 = [150 m@)] = mi3) =0

Para os casos em que o modelo é identificavel, podemos escrever

m(B) = (%zTy) - (%ZTX> B.



Se o modelo for exatamente identificavel (L = p), entdo pode ser mostrado
que .
B=(Z'X)'Z"y.

Se o modelo for sobre identificavel (L > p), entéo o sistema ﬁ(ﬁ) =0néo
tem uma solugéo Unica.

Podemos escolher o critério de minimos quadrados,

min g = min m(3 ) m(ﬁ)
B B
Neste caso, as condi¢des de primeira ordem sdo

g% — z(a’g‘ﬂﬁ)> m(3) = 2G(B) 'm(B)

= 2 (%x?) (1 ZTX,B 0,

cuja solugéo é N
B=[X"Z)Z' X)) (X" Z)(Z"y).



Hipéteses sobre estimador GMM:

® Convergéncia dos momentos: plim m(3) = 0.
¢ |dentificagdo para estimagdo GMM: a matriz L x p

—= I . Om A= Om;
r(B) = E(G(B)) = plim G(B) = plim W = plim EZH 3"

deve ter posto de linha igual a p.
® Os momentos amostrais convergem para uma distribuicdo normal.

E possivel mostrar que sob certas condi¢des o estimador GMM é
consistente.

A matriz de covariancia assintética de 8 é dada por

Var(8) = %[rTr]*rTVar(ﬁm(,a))r[rTr]—‘.




Para o modelo de regressao em questao, temos

m o= (ZTy-2"zp),
G = 1Z'X,
re) = Qz.

Precisamos, agora, determinar a forma de
V = Var(v/nm(B3)).

Dado a forma de m acima, temos

.
V= %Var (Z;z,'s/) = 1527:12;102@,'2,'2,T _ 0227;22

para o caso mais geral.

Agora, precisamos estimar a variancia assintética. Para isto, precisamos
estimar V.



O estimador de V é dado por
® Regressao classica:

o (e'e/n)y—~" _ _+ (e'e/n)
V= TZHZ'Z' = 7Z z
® Regressao heterocedastica:
V=

Z_ efz;z/ .

3\—*

® Regressao generalizada:
—~ 1 n
Vv = n{zﬂefztz?
n T
+ > ( FE > Do el (zize et ziez])|.

Entretanto, se os elementos de m(3) forem néo correlacionados, podemos
utilizar

V=15 m(@)m(@) "



Assim, estimamos a variancia assintética por

—1

Var@) = L[@(B)a@) 6B Va) 6B ad)

= n[X"2)(Z"x)] T XT2)V(Z7 X) (x2)Z" x)] -

1
n

Agora, queremos utilizar o critério de minimos quadrados ponderados

min g = min m(3) " Wm(3)
B B

sendo W qualquer matriz positiva definida de ponderagdo. Assim, temos
— ~ - _1—1__ ~ [ _1—1
Var(3) = % [GT WG] G WVWG [GT WG] .

No caso anterior, tinhamos W = I.

Se L = p, entao W é irrelevante para a solucao. Entdo, baseado na
simplicidade, o valor 6timo de W ¢é I.



No caso de sobre identificacdo o valor 6timo de W é V~'. O estimador
resultante sera o mais eficiente. Logo,

Bam =1X"2)V (2™ X)]) (X" 2)V (Z"y)

~ 1 =T, 1=_ _ _
Var(Beuw) = -IG V "G =XV (ZTX)
Concluindo, o estimador GMM ¢é dado pela solugdo de

ming = min m(3) ' [Var(vnm(3))]”'m(83).

que sugere que a matriz de pesos é uma funcédo de 3 - o vetor de
parametros que estamos interessados em estimar.

A estimagdo GMM é, em geral, dada em dois passos. No Passo 1
estimamos V e no Passo 2 estimamos 3 utilizando a inversa de V.



Passo 1: Utilize W = I para obter um estimador consistente de 3.
Entao, estime V com

o5 1 noo2_ T
V= EZ,':1 €2z

no caso de heterocedasticidade (o estimador de White) ou,
para o caso mais geral, o estimador de Newey-West.

Passo 2: Utilize W = V' para calcular o estimador GMM de 3.
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