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Ementa

e Séries temporais financeiras
e Modelos dinamicos (modelos em espaco de estados)
e Modelos heteroscedasticos

¢ Modelos GARCH
¢ Modelos de volatilidade estocastica
¢ Valor em Risco (V@R)
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Motivacao
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Figura: indice BOVESPA de 3 de janeiro de 2011 até 10 de setembro de 2021.

Ver arquivo exemplo_01.r



Séries temporais financeiras

e Foco em teoria e na pratica da avaliagao de ativos através do tempo.
e As séries empiricas contém elementos de incerteza.

e Estudo da volatilidade em séries financeiras.

e Daremos énfase em aplicagbes e andlise de dados.



Retornos de ativos

¢ Em geral, observa-se uma série de pregos.
4 Contudo, estudos envolvem retornos de ativos ao invés de precos.

¢ O retorno de um ativo é um resumo completo e de escala livre da
oportunidade de investimento.

¢ Devido suas propriedades estatisticas, séries de retornos sdo mais
faceis de se trabalhar do que pregos.

¢ Existem varias defini¢cdes para retornos de um ativo.
¢ Seja P; o preco de um ativo no instante t.
4 Suponha que o ativo nao paga dividendos.



Retorno de um periodo:

Fixando o ativo pelo periodo de tempo de t — 1 a t, definimos:

» retorno bruto por
P

1+Ht:Pt—1;

> retorno liquido por

p_ P _ PP

P4 P+
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Figura: Retornos do IBOVESPA de 4 de janeiro de 2011 até 10 de setembro de 2021.

Ver arquivo exemplo_02.r



Retorno de varios periodos:

Fixando o ativo pelos periodos de tempo entre t — k a t, temos o retorno
bruto de k periodos (ou o retorno composto) dado por

P Py P Pr Ptk
x XX | | 1+R
« Py P ( =)

1+ Rk] =

O retorno liquido para k periodos é dado por

Po . _ PPk

Ri[k
([l = Pk P«




Se um ativo € mantido por k periodos, entdo o retorno (liquido) médio é dado
por

média geométrica

k—1 1/k
RIK = [H(1+Rf_,-)] 1

j=0

1 k—1
exp {EZ/‘:O In(1+ Ft't,j)} -1.

Uma aproximagao de Taylor de primeira ordem para o retorno médio é dada
por

~ 1 k-1
Ri[k] ~ RZ,-:O R},

pois
g(x) =In(1+x)~x e h(x)=exp(x) ~1+x,

para x proximo de zero (tomando xo = 0).

Esta aproximacao pode ser ruim em alguns casos.



Capitalizacao continua

Suponha que a taxa de juros de um depésito bancario seja 10% ao ano
e que o deposito inicial seja de $1,00.

Se 0 banco paga os juros uma vez ao ano, entao o valor liquido do
deposito se torna $1,00 x (1 4+ 0,1) = $1, 10 depois de um ano.

Se 0 banco paga os juros a cada 6 meses, entdo a taxa de juros é
10%/2 = 5% e o valor liquido do deposito &

$1,00 x (14 0,1/2)2 = $1,1025 depois de um ano.

Se 0 banco paga os juros m vezes por ano, entao a taxa de juros é
10%/m e o valor liquido do depdsito é $1,00 x (1 + 0,1/m)™ depois de
um ano.

A tabela a seguir mostra resultados para alguns intervalos de tempo
sobre um depésito de $1,00 com juros de 10% ao ano.

O valor liquido se aproxima de $1, 1052, que é obtido por exp(0,1) e &
referido como o resultado da capitalizacao continua.

O efeito da capitalizagdo pode ser claramente visto.



Tabela: llustragdo do efeito da capitalizagao?.

Numero de  Taxa de Juros Valor
Tipo Pagamentos por Periodo Liquido
Anual 1 0,1 1,10000
Semestral 2 0,05 1,10250
Trimestral 4 0,025 1,10381
Mensal 12 0,0083 1,10471
Semanal 52 0,1/52 1,10506
Diario 365 0,1/365 1,10516
Continuo 00 1,10517

& O intervalo de tempo é de 1 ano e a taxa de juros é 10%.

A funcao exponencial pode ser representada por

exp(x) = mli_)moo (1 + %)m



Retorno de capitalizagao continua

O logaritmo natural de um retorno bruto de um ativo é chamado de retorno
de capitalizacao continua ou log retorno:

Py
Pt—1

= |n(1 —|—Rt): In =In Pf—ln Pt_1.

Considerando log retornos de varios periodos, temos
nlkl = In(1+ Rk =In((1+R)A + Re—1) ... (1 + Re—k+1))

In(1+ R:)+In(1 4+ Ri—1) + -+ In(1 4+ Ri—k41)
= h+rn-1+-+ okt

m O log retorno de varios periodos é simplesmente a soma dos log
retornos de um periodo.

m Propriedades estatisticas dos log retornos sao mais trataveis.
m Note também que ri[k] = In Pt — In Pr_.
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Figura: Log retornos do IBOVESPA de 4 de janeiro de 2011 até 10 de setembro de
2021.

Ver arquivo exemplo_03.r



Propriedades

Seja X uma variavel aleatéria continua com funcédo de densidade de
probabilidade f(x).

Momentos ordinarios:

E(X‘) = /_ b x"f(x)dx.

Definimos px = E(X) como a média.
Momentos centrais:

B d) = [ (= ) T3
Definimos 0% = E([X — ux]?) como a variancia.

Definimos ox = /02 como desvio padrao.



O coeficiente de assimetria é definido por

S(X) = E ([X— ] 3) _E(X - o)

Ox 0’;

e o coeficiente de curtose por

K(X)=E ([X “X_4> _ B wl)

Ox Ox

A quantidade K(X) — 3 é chamada de excesso de curtose porque
K(X) = 3 para a distribuicio normal’.

Uma distribuigdo com excesso de curtose positivo € dita ter caudas
pesadas (leptocurtica).

Uma distribuicdo com excesso de curtose negativo é dita ter caudas leves
(platicurtica).

'Se X ~ N (p, o?), entdo K(X) = 3.
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Figura: Comparagéo das fungdes de densidades de probabilidades da normal,
Laplace e t-Student com 1 grau de liberdade.

¢ A curtose da Laplace é maior que a curtose da normal.
¢ A curtose da t-Student? é maior que a curtose da Laplace.

2Distribuicio t-Student com 1 grau de liberdade ou distribuigio de Cauchy.



Momentos amostrais

Suponha que {Xi, Xz, ..., X»} seja uma amostra aleatéria de X com n
observacgdes.

e Média amostral:

e Variancia amostral:

e O coeficiente de assimetria amostral:

S(X):M com M°— Z;(Xf—Y)S.

3
?ﬁ n—1

e O coeficiente de curtose amostral:

4
KoO=" com m= 1 5" (x-X)*
&4 n—14—i=1

M, ¢=1,2,..., podem ser chamados de momentos centrais amostrais.



Testes de Assimetria e Curtose

Sob a hipétese de normalidade (a amostra aleatoria é proveniente de uma
distribuicao normal), temos que

S(X)=N(0,6/n) e K(X)=~N(3,24/n)
para n “suficientemente grande”.

Dado uma amostra aleatéria (X1, Xz, ..., X») de X, para testar a assimetria
da distribuicao de X, consideramos

Hy: S(X)=0
Hi: S(X)#0.
A estatistica da razao t-Student da assimetria é

_5x)
T_M N(0,1).

Rejeitamos Hp ao nivel o de significancia se | Tops| > Z1_q /2, €M QUe Z1_q 2
€ o percentil 100(1 — «/2) da distribuigdo normal padrao.



Para testar o excesso de curtose da distribuigdo de X, consideramos
Ho: K(X)-3=0
Hi: K(X)—3=#£0.

A estatistica da razéo t-Student do excesso de curtose é

_Kx) -3 _
T= N ~ N(0,1).

Rejeitamos H, ao nivel o de significancia se | Tops| > Z1_a /2, €M QUE Z1_q 2
€ o percentil 100(1 — «/2) da distribuigdo normal padrao.



Teste de Normalidade de Jarque-Bera

Considere o seguinte teste de hipdteses:

Hy, : A amostra aleatéria é proveniente de uma dist. normal;
H; : A amostra aleatéria ndo é proveniente de uma dist. normal.

A estatistica do teste de normalidade de Jarque e Bera é dada por

_ &) (k) -3y
JB = 6/n 24/n ~ X

para n “suficientemente grande”.

Rejeitamos Hp (normalidade) se JB > xi_,, em que xi_, € o percentil
100(1 — «) da distribuigdo x3.

Ver arquivo exemplo_04.r



Distribuicdo dos retornos

A forma geral do modelo dos log retornos de um ativo, {r;; t=1,...,n}, é
sua funcéo de distribuigdo conjunta:

Fr(r1»r27 .. '7r"|c7 0)7
em que

m C é um vetor de estados consistindo de variaveis que resumem o
ambiente em que os retornos do ativo foram determinando; e

m 0 é o vetor de pardmetros que determina unicamente a fungéo de
distribuicao F(.).



Para um determinado ativo, podemos escrever

Fr(ri,rey...om) = F(r)F(r2ln)F(rs|n, ) ... Fe(rlr, ry ..o rhet)

n
= Fr(r1)HFr(I’[|f1,f2,...,f;71),

t=2
sendo o vetor de parametros 6 omitido na notagao.
Para distribuicdes continuas, temos que
fr(ryrey...om) = f(r)f(rlr)f(mkln,R) .. f(min, e, ... het)
n

= f(n)| | f(rln, re,. .. 0e1),
=2

sendo o vetor de parametros 0 omitido na notagao.



Funcéo de verossimilhanca dos retornos

Sejam {r,...,ry} os log retornos de um ativo. Entdo, supondo distribuicées
condicionais normais, temos que

f(ri,....rn|0) = £(r1]0) [ [[27]"/2[0f] /% exp {—é(n - ,,L,)Z} ,

t=2 t
em que

e 1 € a média condicional (depende de 6)
(o nivel da série pode mudar ao longo do tempo); e

e o2 é a variancia condicional (depende de 6)
(a variabilidade da série pode mudar ao longo do tempo).

O logaritmo da fungao de verossimilhanga é dado por

Inf(ry,... rn\B)fInf(r1|0)77I (2r) — Z [Ina,Jr 5 (r — )’



Volatilidade

Além dos retornos de um ativo, consideraremos também:

a volatilidade deste ativo.
O processo de volatilidade foca na evolugéo da variancia condicional dos
retornos através do tempo.

A volatilidade tem papel importante na precificacdo de opgdes e na gestao
de riscos.

Ver arquivo exemplo_05.r



Trabalho |

Analise os seguintes conjuntos de dados:
1. Precos da AMBEV (em ABEV3_SA.csv); e
2. Precos da PETROBRAS (em PETR3_SA.csv).

Em ambos os casos, utilize os pregos de fechamento.
Compare os resultados obtidos entre AMBEV, PETROBRAS e BOVESPA.

Os objetivos do exercicio séo transformar as séries de precos em log
retornos, a andlise grafica dos log retornos, os testes de assimetria, curtose
e normalidade dos log retornos, e tecer comentarios sobre as séries de
precos, os log retornos e as variabilidades ao longo das séries de log
retornos.

Preste atencao porque as escalas das séries de precos podem ser
diferentes. Além disso, os maximos e minimos das séries de log
retornos podem ser diferentes.

As séries de precos nao estao exatamente alinhadas em termos de
datas (numero de observacoes), embora o periodo seja 0 mesmo.
Contudo, nao é necessario alinhar as datas!
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