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Distribuicdo normal multivariada

Definicao
A fungéo de densidade de probabilidade da normal multivariada, com vetor
de médias p e matriz de covariancias X, é dada por

(0611, B) = iz o0 { 56— ) 2 (x - )

com |A| = det(A), x € R, u € R e £ uma matriz p x p (simétrica e positiva
definida, isto é, ¢ Z¢ > 0 para todo ¢ n&o nulo).

Temos que E(X) = p e Var(X) = X.
Notacao: X ~ N,(u, X).
Seja A uma matriz m x p e bum vetor m x 1. Entao,
Y =AX + b~ Nn(Au+ b, AZA").

Combinacao linear de variaveis aleatdrias normais tem distribuicao
normal.



Distribuicdo normal multivariada: marginais e condicionais

Seja X ~ Np(u, X) tal que

{quu:[“‘], com dimensées { g1 },e

X =
X2 2 (p—q) x1
_ |En Ze - - gxq gx(p-q) }
Yy = {221 ZZJ, com dimensdes {(p—q)xq (p—q) x (p—q)|

emque p > g > 1. Entao,
Xi ~ Ng(pq, Z11),
Xo ~ Np—q)(p2, X22), €
(X1|X2 = &) ~ No(, X),

em que

e+ E12X5 (€ — po)
= X — XX, o

M =

Ver arquivo exemplo_10.r



Exemplo

Andlise da série de vendas mensais de um certo tipo doce no Reino Unido
de janeiro de 1976 a dezembro de 1981. Se possivel, utilizar a série de
precos deste doce como variavel explicativa.

Tendéncia? Sazonalidade? Variaveis causais (explicativas)?

Vendas
9
Pregos
0

1976 1977 1978 19079 1980 1981 1082 1976 1977 1978 1979 1980 1981 1982
Mes Mes

(a) Vendas (b) Precos

Figura: Vendas e logaritmo dos pre¢os mensais de um certo tipo doce no Reino Unido
de janeiro de 1976 a dezembro de 1981.



Introducao

Os modelos estaticos tém uma descri¢éo fixa (através de parametros fixos)
ao longo das unidades de observacao.

e Andlise de regressao,
Yi=a+BXt+e, e NN(QUZ).
e Modelos ARMA,
Ve=a+o1Yi1+ -+ opYiptOici—1+--+0ger_gter, e~ N(0,0°).
Em séries temporais, essa hip6tese muitas vezes é violada:
as estruturas mudam com a passagem do tempo.

Séries temporais ligados as atividades humanas séo alvos de mudancgas:
m Abruptas - hecatombes, novas leis;
m Graduais.



Nesta aula, faz-se uma introdugcao aos modelos dinamicos.

¢ A descricdo (os parametros) muda(m) com a passagem do tempo.

¢ Os modelos dindmicos nos permitem a modelagem da tendéncia
(média) e variancia (volatilidade).

¢ Os modelos dinamicos incluem como casos particulares os modelos
estaticos.

A passagem do tempo traz observagdes e aumenta 0 nosso conhecimento.

Em modelos dinamicos temos também perda de informagao devido a
passagem do tempo.

Por exemplo, o nivel de vendas més passado é mais relevante hoje que o
nivel de vendas em janeiro passado.



Abordagem bayesiana

Estamos interessados na distribuigdo a posteriori do vetor de parametros 6
condicional aos dados y:

f(y|0)f(0)
f(Oly) = -~  f(y|0)f(0),
(6ly) % (yl6)f(6)
em que f(y|0) = L(0) é a funcado de verossimilhanga, e f(0) é a distribuigao

a priori.

Um modelo é uma representacdo de uma realidade; sera tdo adequado
quanto a sua capacidade de alcangar os objetivos a que ele se destina.

Previsao é uma afirmagao sobre um futuro incerto.

A incerteza serd sempre representada através de probabilidade. Portanto, a
previsao sera sempre formulada em termos de probabilidade condicionada
ao nosso estado de conhecimento. Se ele muda, nossa previsdo mudara.



Nosso conhecimento provém de duas fontes:

e A série histérica ou dados;
e Outros conhecimentos (subjetivos).
Exemplos: entrada em vigor de leis, faléncia de competidor.

Ambas as fontes sdo importantes, podem e devem ser utilizadas.
A abordagem bayesiana incorpora esses elementos coerentemente.
Aplicando a previsao, significa que o modelo padrao é posto para funcionar.
Se acontecimentos ndo rotineiros intervém, o modelo os incorpora:

m Preparando para mudanga; ou

m Alterando o que for necessario.

Exemplo: se o competidor falira, precisa usar seu conhecimento sobre a
divisdo do mercado para formular a mudanga que ele espera que
aconteca.



O modelo de regressao (linear multiplo)

Uma variavel resposta y é fungao de um conjunto de variaveis explicativas
Xi,...,Xp através da relacdo

y="00+01x1+---+0pXp +c.
Em muitos casos, assume-se que £ ~ N(0, o?).
A equacdo acima pode ser compactamente escrita como:
y=x"0+c¢,
em que

X1 01

Xp ep



A natureza das variaveis explicativas ou regressoras € bastante ampla.
Pode-se utilizar qualquer variavel quantificavel.

Os coeficientes de regressao 61, . . ., 0p informam sobre a influéncia que os
regressores tém sobre a resposta y.

Na prética, seus valores sédo desconhecidos e estimados a partir de uma
colegao de observacdes feitas sobre 0 modelo.

Observamos respostas y1, .. ., ¥» COM seus respectivos regressores
X1,...,Xn. Simbolicamente, temos que
T
Y= X; 0+ ¢y, t=1,...,n,

.
emque X; = (X, X2, - - -, Xip)-



Modelos dinamicos

Em modelos dinamicos os parametros mudam com o passar do tempo.
O modelo de regressao é estendido para
T
y;:xt6h+51, t:1.,....,n.
Note a indexacao de 6.
Esta formulacao cria uma profusdo de parametros a serem estimados.

O modelo necessita de mais informagéo. Essa informagéo vem do fato que
0s parametros sucessivos estao intimamente relacionados.

Por exemplo, um parametro € igual ao seu antecessor mais uma pequena
perturbagdo causada pelas mudancas as quais o sistema estéa sujeito.

Se o sistema é estatico, como no modelo de regressao, temos que

0;=0,1=86.



Em modelos dindmicos, admitimos a forma mais geral dada por
0; = GiOi_1 + wy,
em que
e G; contém valores conhecidos (ou parametros fixos); e
e w; é uma perturbacéo aleatoéria.

A equacédo acima é conhecida como equacao do sistema.

A matriz de evolucao G; controla a parte deterministica da evolugdo do
sistema e estabelece a propagacao do sistema ao longo do tempo.

A perturbacao w; é responsavel pela introdugao de incertezas devidas a
passagem do tempo e consequente perda de informagao.

Note que se G; = I e w; = 0, 0 modelo se reduz ao caso estatico.



Exemplo

Suponha que uma série de vendas possa ser explicada pela respectiva
série de precos através da seguinte relacio:

vendas; = -+ [t prego; + v
e = -1+ Wit
Bt = Br—1+ W

As vendas sao explicadas pelo preco em uma regressao dinamica.

A maior (ou menor) estabilidade dessa relagao sera controlada pela
magnitude dos incrementos (erros) wi; € wa;.



Modelo linear dinamico

O modelo linear dinamico pode ser definido como

m Equacao das observacoes:
Ve=F{0:+ v, vi ~ N(0, Vp)
m Equacao do sistema:

01 = GiOi1 +wy, w; ~ N(0, W)

No exemplo anterior, y; = venda;, F{ = (1, prego,),

e _,._( 10 _ o wmy
0= () om0 1) @ w=(i)



Exemplo

Analisaremos a série de vendas mensais de um certo tipo doce no Reino
Unido de janeiro de 1976 a dezembro de 1981. Também utilizaremos a série
de pregos, na escala do logaritmo, deste doce como variavel explicativa.

1976 1977 1978 1979 1980 1981 1982 1976 1977 1978 1979 1980 1981 1982
Mes Mes

(a) Vendas (b) Precos

Figura: Vendas e logaritmo dos pregos mensais de um certo tipo doce no Reino Unido
de janeiro de 1976 a dezembro de 1981.

Ver arquivo exemplo_11.r



Modelo de tendéncia estavel

E composto apenas de um nivel que varia segundo um passeio aleatério.
O modelo de tendéncia estavel é dado por
vendas; = e + Vi, Vi ~ N(O. Vr)
Bt = phe—1 + Wi, w; ~ N(0, Wp).

O nivel permanece localmente constante, mas varia quando se considera
longos periodos de tempo.

O modelo de tendéncia estavel é obtido ao particularizar o modelo dindmico
comF;=1e Gi=1.

Para a série temporal de vendas de doce faremos V; = V e W; = W para
todo t (homocedasticidade; variancias constantes ao longo do tempo).



Observagoes importantes

Consideraremos a analise somente apds observar toda a série. Isto se
chama analise suavizada.

E possivel considerar a analise sequencial no tempo.

Para uma subclasse dos modelos dindmicos (lineares e com erros normais)
€ possivel aplicar o filtro de Kalman na analise sequencial.

O filtro de Kalman também pode ser empregado nestes modelos para
inferéncia via maxima verossimilhanga.

Nesta aula, consideraremos somente a analise bayesiana.
Descreveremos o0 modelo e a distribuigao priori dos parametros.
Utilizaremos o programa OpenBUGS para fazer as analises.

Calcularemos o Critério de Informacao do Desvio (DIC) para comparar
modelos.

Ver arquivo doce_modelo_1.odc


https://www.mrc-bsu.cam.ac.uk/software/bugs/openbugs/

Operagoes basicas no OpenBUGS

1. Model— Specification...

2. check model
Verificar por model is syntactically correct

3. load data
Verificar por data loaded

4. compile
Verificar por model compiled

5. load inits ou gen inits
Verificar por initial values generated, model initialized

Inference— Samples...

Model— Update... (até a convergéncia da cadeia)
Inference— DIC...

Model— Update... (para obter a amostra da posteriori)
Inference— Samples... (para a analise dos valores gerados)

oo 0 ® N

[ QY

Inference— DIC... (para conferir o valor do DIC)



Modelo de tendéncia linear

A tendéncia linear é quantificada através de um parametro adicional.

O modelo de tendéncia linear é dado por

vendas; = i+ v, vi ~ N (0, V)
e = -1+ Br—1 + Wi
Bt = Br—1+ way,

emque w; = (W1t, ng)T ~ /\/(0, Wr)

Esse modelo é obtido com F; = ( (1) )eG,: ( (1) 1 )

O nivel permanece localmente linear, mas a forma da reta pode variar com o
tempo.

2
Para a série de vendas de doce faremos Vi = Ve W;= W = ( Cg :2 )
2

para todo t (independéncia e variancias constantes ao longo do tempo).

Ver arquivo doce_modelo_2.odc



Modelo de regressao dinamica

Introduzimos variaveis explicativas com coeficientes variando no tempo.

O modelo de regressao dinamica é dado por

vendas; =+ Bipreco, +vi, vi~ N(0, Vi)
Bt = pe—1 + Wi
Bt = Br—1+ wa,

emque w; = (W1t. Wgt)T ~ N(O. Wr)

Esse modelo é obtido com 6; = ( gf ) Fi= ( pre1§o ) eG =1
t

2
Para a série de vendas de doce faremos V; = Ve W, =W = ( %1 :2 )
2

para todo t (independéncia e variancias constantes ao longo do tempo).

Ver arquivo doce_modelo_3.odc



Previsao

Estamos interessados na previsdo de horizonte h na origem t, yiip.

Consideraremos o conjunto {¥ii1, Yi+2, - - -, Yi+h} COMO n@o observados
(dados faltantes).

Do ponto de vista bayesiano, estimaremos estas quantidades condicional
aos dados.

Este procedimento é facilmente implementado no OpenBUGS.
Em geral, tomamos a média a posterior de y;,» como a previsdo (pontual).

Temos também o intervalo de previsao (intervalo de credibilidade) de y;».

Ver arquivos doce_modelo_1_b.odc e doce_modelo_2_b.odc



Modelo de efeitos sazonais

Considere o modelo y; = v: + v;, em que ~: € a componente de sazonalidade.

Seja s 0 numero de periodos nos dados. Por exemplo,
e s = 12 para dados mensais;
e s = 4 para dados trimestrais; e
e s =7 para dados diérios.

Uma forma de modelar efeitos sazonais é através de variaveis binarias.

A soma dos efeitos do periodo devem ser igual a zero,

s—1
V= _Z,-:1 Yt—j-

Para permitir que o padrao mude ao longo do tempo, introduzimos um novo
termo de erro, o
- B 2
= — Ye—j+ Wy, Wi~ N(O .
= =S e N0 0)

O valor esperado da soma dos efeitos sazonais € zero.



Superposi¢ao de modelos

Estamos interessados em uma forma geral para estruturar e acomodar as
varias componentes intervenientes em um modelo dindmico. Por exemplo,
variaveis causais e sazonalidade.

Muitas séries temporais exibem um comportamento bastante complexo.

Ao identificarmos as caracteristicas mais marcantes, estamos caminhando
na direcao de formular um modelo.

A série ilustrada na figura a seguir € um exemplo tipico.
A tendéncia global parece ser de uma variacao suave do nivel.

Se agora nos concentramos na variagdo em torno desse nivel, podemos
detectar um comportamento ciclico.

Essa inspegao permitiu identificar duas componentes do modelo: uma
componente para a tendéncia e outro para a sazonalidade.



Exemplo

Vendas
8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28

6
I

T T T T T T T T T 1
1960 1961 1962 1963 1964 1965 1966 1967 1968 1969
Més

Figura: Venda de carros nos EUA de janeiro de 1960 a dezembro de 1968.

Ver arquivo exemplo_12.r



A estrutura dos modelos dinamicos é apropriada para isto, pois permite
que as componentes sejam modeladas separadamente e depois integradas
em um modelo.

Em um exemplo com duas componentes - tendéncia e sazonalidade -
estruturamos a equacgao das observagdes com dois termos:

Yt = YNt + Yst + Vi.
Cada um dos termos é descrito na seguinte dinamica:

e = Flubm e yss = F&bs
One = GnOni—1 + W Os; GsiOsi—1 + Wt

Se juntarmos esses termos, obtemos a equacéao das observacoes

Y= FzTet + Vi

_( Fn _ On
F[—(Fst) e 9[—(03t).

em que



Similarmente, a equacao do sistema (integrado) fica

0:=GiO;_1+w:, Wi~ /\/(0, w;)

_( Gm O _( Wn O
Gti( 0 Gsr) © Wti( 0 Wsr)'

Modelos com mais componentes sédo construidos da mesma forma: cada
termo contribui para a equagao das observagdes e com um bloco de
parametros para a equagéo do sistema.

em que

Exemplo (superposigéo: tendéncia linear e sazonalidade)

Analisaremos a série de venda de carros nos EUA.
Note a tendéncia linear e a sazonalidade.

Ver arquivo carro_modelo_1.odc



Trabalho Il

Analise a série mensal de vendas de vinho na Australia de janeiro de 1980 a
dezembro de 1991. Dados disponiveis no arquivo vinho.txt.

Ver arquivo exemplo_13.r

Note a presenga de tendéncia linear, sazonalidade e variancia crescente
ao longo do tempo. Utilize a transformada logaritmica. Isto ajudara a
resolver o problema da heterocedasticidade.

Ajuste um modelo de tendéncia linear e sazonalidade. Note que a
sazonalidade é de 12 meses (s = 12).

Ver arquivo vinho_modelo_1.odc

Os objetivos do exercicio sao utilizar o OpenBUGS para fazer as andlises,
gerar duas ou trés cadeias em paralelo para obter uma amostra da
distribuigao a posteriori, analisar a partir de que iteragao as cadeias exibem
indicios de convergéncia, analisar as autocorrelagdes dos valores gerados
das cadeias, escolher um distanciamento (thin) entre os valores gerados,
obter um resumo da distribuicdo a posteriori e analisar os resultados.
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