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Figura: Log retornos diérios do IBOVESPA de 4 de janeiro de 2011 até 10 de setembro
de 2021.

Ver arquivo exemplo_14.r



Modelos condicionalmente heterocedasticos

O objetivo é a modelagem da volatilidade do retorno de um ativo.

A volatilidade é um fator importante na negociagao de opgoes
(por exemplo, férmula de Black-Scholes).

A volatilidade tem efeito sobre calculo do valor em risco (V@R).

A volatilidade significa a variancia (ou desvio padrao) condicional do retorno
de um ativo.

A modelagem da volatilidade de uma série temporal pode melhorar a
eficiéncia na estimagéo dos parametros e na precisao do intervalo de
previsao.
Veremos os seguintes modelos:
ARCH: autoregressivo condicionalmente heterocedastico;
GARCH: ARCH generalizado; e
SV: volatilidade estocéstica.



Caracteristicas da volatilidade

A volatilidade de uma agdo néo é diretamente observavel.

Assim, é dificil avaliar a performance de previsdo nos modelos
condicionalmente heterocedasticos.

Existem conglomerados de volatilidade (periodos de alta e de baixa).

A volatilidade ndo diverge para o infinito. Logo, a volatilidade é geralmente
estacionaria.

A volatilidade parece reagir diferentemente para um aumento grande de
preco ou uma queda grande de preco, conhecido como efeito de influéncia
(leverage effect).
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Figura: Log retornos diarios ao quadrado do IBOVESPA de 4 de janeiro de 2011 até 10
de setembro de 2021.

Ver arquivo exemplo_14.r
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Figura: ACF dos log retornos e log retornos ao quadrado do IBOVESPA de 4 de janeiro
de 2011 até 10 de setembro de 2021.



O ACF dos retornos r; sugere correlagao serial fraca.
O ACF de r? indica que estes (retornos ao quadrado) séo correlacionados.
Logo, os retornos r; sao dependentes.

Os modelos de volatilidade tentam capturar esta dependéncia na série de
retornos.

Seja F;_1 ainformagéao disponivel até o tempo t — 1. Temos que
pe=E(n|Fi1) e of = Var(n|Fi_1).
A série de retornos tem uma estrutura de correlacédo baixa (ver ACF).

Podemos utilizar um modelo ARMA(p, q) e regressores. Temos r; = i+ a: €

k p q
=+ Z/‘:Tﬁjxj{ + 21:1 Qjh—j + Zj:1t9jar—/’~,
para algum k inteiro e x; como regressores.

Para dados diarios, x;; poderia ser uma varidvel binéria representando a
segunda-feira para estudar o efeito do fim de semana no retorno de uma
acao.



Modelos ARCH

Um modelo ARCH(m) é dado por
It = put+ ag, ar= oy, Utz = ap + o a?_1 + (123?_2 + -+ Ozma}?_,m
em que
e ¢; € uma sequéncia iid (ruido branco) com média 0 e variancia 1 ; e
e o9 >0eq;>0paraj>0.

Os coeficientes «; devem satisfazer a certas condi¢bes para garantir que a
variancia incondicional de a; seja finita.

Em geral, ¢; segue distribuigdo normal ou t-Student. Podemos incluir outras
distribuicbes e também permitir a modelagem da assimetria.

Note que valores de {.21,2,/}/”;1 grandes, implicam que o7 sera grande.

Se o2 é grande, entdo a; podera ser grande com maior probabilidade (se
comparado a um o2 menor).



Construcao do modelo

Construir um modelo de volatilidade para uma série de retornos de um ativo
consiste em quatro passos:

1. Especifique a equagao da média testando a dependéncia serial nos
dados. Se necessario, construir um modelo econométrico (por exemplo
um modelo ARMA) para a série de retornos para remover qualquer
dependéncia linear.

2. Use os residuos da equagdo da média para testar a existéncia de
efeitos ARCH.

3. Especifique um modelo de volatilidade se os efeitos ARCH sao
estatisticamente significantes e faga a estimagao conjunta das
equagdes da média e da volatilidade.

4. Verifique o modelo ajustado cuidadosamente e refine-o se necessario.



Observacoes

A maioria das séries de retornos tem correlacao serial fraca (talvez s6
precisemos remover a média).

Para algumas séries de retornos diarios, um modelo AR (ou MA) pode ser
necessario.

Em outros casos, uma variavel indicadora pode ser necessaria (indicadora
do dia da semana ou do més).



Teste para efeitos ARCH: Ljung-Box

Seja a; = rr — [i os residuos da equagio da média.
A série {#?} é usada para verificar a heterocedasticidade condicional.

Teste de Ljung-Box com a estatistica Q(¢) para a série {&}.
Ho: as primeiras ¢ defasagens da ACF de &2 sdo zero.

Note que /, em geral, é diferente de m (ordem do modelo ARCH).

Ver arquivo exemplo_14.r



Fraquezas dos modelos ARCH

O modelo assume que choques positivos e negativos tém o mesmo efeito na
volatilidade.

As restricdes do modelo ARCH sao bem complicadas. Por exemplo, para um
ARCH(1) devemos ter o2 € [0,1/3] se a série tiver o quarto momento finito.

Os modelos ARCH néo nos ajudam a entender a fonte de variagdo de uma
série temporal financeira (apenas descreve o comportamento).

Os modelos ARCH, em geral, fazem previsdes acima para a volatilidade
porque eles respondem devagar a choques grandes e isolados da série de
retornos.



Construindo um modelo ARCH

Para determinar a ordem, podemos utilizar a PACF de &2.
No modelo, temos
2 2 2 2
Of = oo+ @181 + 0282+ -+ am8;_m-

Podemos substituir 2 por seu estimador (tendencioso) &, e utilizar também
2 ..., & . Assim, teremos um modelo similar ao AR(m).

A estimagao de modelos ARCH é feita através do método da maxima
verossimilhanga (condicional).

A fungao de verossimilhanga é complicada e métodos numéricos sao
empregados para se obter as estimativas.

Podemos utilizar erros normais, t-Student, GED, e algumas distribuigbes
assimétricas.
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Figura: Autocorrelagéo parcial para os residuos ao quadrado do modelo AR(10)
ajustado aos log retornos diarios do IBOVESPA de 4 de janeiro de 2011 até 10 de
setembro de 2021.



Verificagdo do modelo

a . .
Do modelo ARCH, temos que g €t, em que e € um ruido branco.
ot

Os residuos padronizados i = e; devem se comportar como ruido branco.
Ot
Teste de Ljung-Box para verificar a dependéncia.
Teste de Jarque e Bera (no caso de normalidade).
Histogramas, boxplot e qg-plot para analisar a hip6tese da distribuicao
(normal, t-Student, etc.).
Previséo

A previsdo do modelo ARCH pode ser obtida recursivamente como as de um
modelo AR.

Ver arquivo exemplo_15.r



Modelos GARCH

Um modelo GARCH(m, s) é dado por
ar = otet, 0’;2:Oé0+041a?,1 +aga?,2+~~+ama?,m
181051 + P20t o+ -+ Psors,

em que
m ¢; € uma sequéncia iid com média 0 e variancia 1;
ma>0eaq >0paraj>0,eps >0paraj>1;e

" Zr,nalx(m’s)(a,- + B;) < 1 (para a variancia incondicional de & ser finita).
i=j



Se s = 0, entdo 0 modelo se reduz a um ARCH(m).
Os «; sé@o chamados de parametros ARCH e os f; de parametros GARCH.

O modelo pode resultar em uma forma mais simples de descrever a
volatilidade de uma série.

Em geral, aplicamos o método de maxima verossimilhanga condicional.

Os modelos GARCH, ap6s alguns calculos, podem ser vistos como um
ARMA no quadrado dos retornos.

A previsdo do modelo GARCH pode ser obtida recursivamente como as de
um modelo ARMA.

Na pratica, os melhores ajustes sdo dados por modelos GARCH(1,1),
GARCH(2,1) ou GARCH(1,2).

Ver arquivo exemplo_16.r



Trabalho IV

Analise SOMENTE UM dos seguintes conjuntos de dados:
1. Pregos da AMBEV (em ABEV3_SA.csv); ou
2. Precos da PETROBRAS (em PETR3_SA.csv).

Em qualquer caso, utilize os pregos de fechamento.

Obtenha a série de log retornos {r:}.

Ajuste os seguintes modelos GARCH(m, s) a série {r:}:
e me{1,23,...,15} es=0;e
e (m;s)€{(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(2,1),(2,2),(3,1),(3,2)}.

Considere somente os modelos com erros normais.
Selecione o melhor ajuste utilizando o BIC.

Analise os coeficientes estimados, a hipotese de normalidade, a
dependéncia na série de residuos e a dependéncia na série de residuos ao
quadrado. Analise também o histograma, o box-plot e qg-norm dos residuos
(padronizados).
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