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Algebra linear

Muitos métodos estatisticos exigem a solugdo de equagdes, manipulagéo de
matrizes, etc.

Por exemplo, o0 método de minimos quadrados se reduz a solugdo de um
sistema de equagdes lineares.

y = XB+e equagao da regressao,
X"'Xb = X'y equagdes normais,
b = (X"X)"'X"y solugdo de minimos quadrados.

O método de componentes principais € baseado em autovalores
A =diag(\i, ..., \g) e autovetores P (colunas), ¥ = PAP".

Para calcular a fungao de densidade de probabilidade da normal multivariada
precisamos calcular o determinante e inverter a matriz de covariéncias
(uma matriz positiva definida).

() = (20) e (< (- ) 2 (k- ).

comx e R%e p € RC.



Matriz positiva definida

Em muitas aplicagées importantes usamos matrizes positivas definidas.

Da Analise de Regressdo, se X tem posto completo p, entdo A = X' X é
positiva definida. Ainda temos que det(A) # 0 e que A possui inversa.

Uma matriz A é dita positiva definida se ¢” Ac > 0 para qualquer vetor ¢
diferente de 0.

Uma matriz A é dita positiva semi-definida se ¢" Ac > 0 para qualquer vetor
c diferente de 0.

Matrizes de covariancias (por exemplo, da distribuicdo normal multivariada)
sd0 sempre simétricas e positivas definidas.

Uma matriz A é dita ser simétricase A= A" .



Solucao de sistemas lineares

O problema de resolver o sistema linear Ax = b é central em computacéo.
A é a matriz de coeficientes, e x representa a solugao de interesse.

Se n < m (numero de equagdes menor que o nimero de incognitas), ou se
n > m, mas A ndo tem posto completo (algumas equagdes sdo combinagdes
de outras) o sistema é dito indeterminado.

Se n > me Atem posto completo, entdo o sistema é superdeterminado e
nao ha solugao.

Se m = ne Atem posto completo, entdo a solugdo € Unica.
Abordaremos sistemas em que m = n e A tem posto completo.

Duas abordagens:

1. métodos diretos que obtém solugéo exata, exceto pelos erros
numéricos; e

2. métodos iterativos que obtém solugédo aproximada.



Sistemas triangulares

Em geral, para resolver um sistema devemos transforma-lo em triangular,
isto é, Lx = b.

Substituigao para frente:
£14 0 X1\ b
o1 Loz ) \Xe)  \b2)’
Se (11420 # 0, entdo as quantidades desconhecidas x; e x> sdo:

b — Ll X
lixi =by = x = e 521X1+322X2=b2=>X2=M‘

1
28 L2 )



Logo, x; é obtido sequencialmente. Para uma matriz 3 x 3, temos que

{11 0 0 X1 by
lo1 22 0 x| =|be
l31 32 33 X3 b3

Para (11020433 # 0, segue-se que x; € x» sdo dados pela Equagéo (1) e x3 por

— U3 Xo — 31X
l31X1 + laoXo + lazXa = b3 = X3 = w

l33
Generalizando para dimensao n > 2, temos
b
Xq = —
2%
i—1
bi=D i
j=1 .
X = — 1 ji=2..,n

Lii

Ver arquivo exemplo_01.r



No caso de substituicdo para tras, temos o mesmo algoritmo para uma
matriz triangular superior.

Isto &, resolvemos Ux = b, em que U é uma matriz triangular superior e tem
zeros abaixo da diagonal.

Note que os algoritmos de solugdo de sistemas em geral usam matrizes
triangulares. Mais tarde veremos alguns métodos para decompor matrizes.
Métodos iterativos

Assuma que A é uma matriz n x n e que o sistema de interesse, Ax = b, é
bem determinado.

Métodos iterativos mais comuns: Jacobi, Gauss-Seidel, relaxamento
sucessivo, gradiente, etc.

Seja D, L e U as partes diagonal, inferior e superior da matriz A tal que

A=D+L+U.



Ideia do método

Um método iterativo para resolver Ax = b forma uma série de valores x;,
parai=1,2,..., tal que sob certas condi¢des, essa série converge para a
solugdo exata do sistema.

Um vetor inicial xo geralmente é escolhido como uma aproximagao de x
(mas uma ma escolha néo causa divergéncia do algoritmo).

Regra para atualizar a série: x;11 = Bix; + Cib, com C; e B; matrizes n x n.
Diferentes escolhas de B; e C; levam a diferentes métodos.
Consideraremos métodos estacionarios em que B, = Be C; = C.

Dessa forma a regra € x;.1+ = Bx; + Cb com algumas condigbes impostas
para convergéncia do método.

Condigao: B+ CA= 1.

O método pode ser parado de acordo com critérios pré-especificados. Por
exemplo, podemos usar ||X; — X;+1|| < e. Ou podemos usar um nimero
maximo de iteragoes.



Método de Jacobi

Seja A uma matriz com diagonal diferente de 0 (zero). Entao, A pode ser
reescrita como
A=D-+L+U.

Dessa forma, o sistema Ax = b pode ser reescrito como
Dx + (L+ U)x =b.

Isto implica em
x=D"[(-L— U)x +b).

Temos, entdo, um método iterativo para encontrar a solu¢@o do sistema
Xip1=—-D""(L+ U)x;+ D 'b.
Finalmente, temos que
1 n
Xk,it1 = A bk — Z Aijj,i .
kk =
J=1.j#k

Ver arquivo exemplo_02.r



Decomposicao de Cholesky

Originalmente desenvolvida para resolver problemas de minimos quadrados
em topografia.

Serve para decompor uma matriz positiva definida A em duas matrizes
triangulares, tal que A= UT U.

U é conhecida como Cholesky de A e a relagdo A = U U é conhecida como
decomposicédo de Cholesky.

Teorema

Seja A uma matriz n x n simétrica e positiva definida. Entao, existe uma
Unica matriz triangular superior U com elementos positivos na diagonal tal
que A=UTU.



Decomposicao de Cholesky

Algoritmo
Parai=1,...,n
A},/2, sei=1,

Ui

_ i1 1/2

I (AiiZUE,-) , sei>1.
k=1

Paraj=i+1,...,n

i—1
Uj = (A,-, -> Uk;Uk,> /Ui

k=1
Essa decomposicao permite a solugéo do sistema linear Ax = b.
No passo 1 resolvemos o sistema U z = b para encontrar z.
No passo 2 resolvemos o sistema Ux = z para encontrar X.

Ver arquivo exemplo_03.r



Decomposicéo LU (“lower upper”)

Reduz a matriz Aem A = LU, em que L é triangular inferior e U é triangular
superior.

Ao contrario da decomposi¢do de Cholesky néo exige que A seja positiva
definida.

Teorema

Seja A uma matriz n x n que possui decomposicao LU tal que A= LU se
det(A(1: k,1: k)) é diferente de O para k = 1,...,n— 1. Se a fatorizagéao
LU existe e A é nao singular, entdo a fatorizagdo LU é Unica e

det(A) = U11 ... Unn.



Decomposicéo LU (“lower upper”)

Algoritmo
®* FagaU=AelL=1
e Parai=1,...,(n—1)eparaj=i+1,...,n

(a) Faga Lj,' = Uj,'/U,'/.
(b) Parak =1i,...,n, faga Ux = Uk — L;iUxk.

Essa decomposicao permite a solugéo do sistema linear Ax = b.
No passo 1 resolvemos o sistema Lz = b para encontrar z.

No passo 2 resolvemos o sistema Ux = z para encontrar x.

Ver arquivo exemplo_04.r



Matriz inversa

A matriz B ¢ dita matriz inversa de Ase AB = BA = I, em que I é a matriz
identidade.

Se B existe, A é dita nao singular.
Uma matriz quadrada é singular se, e somente se, det(A) = 0.

Matrizes singulares séo raras no sentido de que se escolhemos uma matriz
aleatoriamente com distribuicdo uniforme nas entradas da matriz, entéo
quase certamente a matriz é ndo singular.

¢ Consideramos matrizes quadradas (n x n).

® Se a matriz A é de posto completo, entdo det(A) # 0.

® Matriz A simétrica: A= A".

* Matriz A idempotente: AA = A.
Exemplos podem ser obtidos de Analise de Regressao: y = X3 + .
Temos b= (X" X)'XTy. Segue-seque P=X(X"X)"'X"eM=1-P
tal que y = Py e e = My. Temos que P e M sdo matrizes simétricas,
idempotentes e ortogonais (PM = MP = 0).



Considere o problema de inverter uma matriz positiva definida A.

Podemos escrever A = U U sendo U uma matriz triangular superior que
pode ser obtida pela decomposicdo de Cholesky.

A matriz inversa X é dada por: XU = I.

Neste caso, podemos usar o0 método da substituicao para tras para resolver
um sistema de equacgoes lineares.

Algoritmo
® Faca X =0.
e Parai=1,...,n,
(a) ij:1/Ujj.
=1
(b) Paraj:i+1,...,n,x,,:—2%.
/]

k=i

Apds obter X (a inversa de U), podemos obter a inversa de A usando a
propriedade A~' = U~"(UT)~".

Ver arquivo exemplo_05.r



Solugao de equagdes nao lineares

Considere o problema de resolver uma equagéo da forma f(x) = 0.

Método de Newton-Raphson
Podemos aproximar a fungao f(x) por uma aproximagao de Taylor de
primeira ordem dada por
f(x) ~ f(x0) + J(X0)(X — Xo),
of(x)
ox

No caso de solugao de sistemas, teremos f(x) = 0 na solugéo de interesse.
Isso leva ao algoritmo iterativo:

sendo J(x) =

a matriz jacobiano.

x — xl=1) _ [J(x(f*1))]*1f(x(f*1))‘



Exemplo
Deseja-se encontrar a raiz quadrada de um nimero b > 0.

Procuramos a solugéo f(x) = 0 para f(x) = x* — b.

Sabemos que f'(x) = 2x. Dai, temos que

XD — y(i=1) _ - [(X("—1))2 —b].

Ver arquivo exemplo_06.r



Exemplo
Agora, deseja-se encontrar x = (xi, X2, Xx3) | que resolve o sistema

fi(x) = exp(xi)—2
) = 5X3 —4
) = 4X1X2 — 2X3 — 6.
tal que
exp(xy) O 0
Jx)=| 0 0 51.
4X2 4X1 -2

Ver arquivo exemplo_07.r



Otimizagao de fungdes

O problema de encontrar minimos e méximos de uma fungéo g(x) pode ser
visto como a solugdo de um sistema de equagdes da forma

_99(x) _
u(x) = X 0,
em que u(x) é o vetor de primeiras derivadas (gradiente). Dessa forma,

_ 9%g(x)

00 = Bxaxr = HX

€ a matriz hessiana (matriz de segundas derivadas). Isso leva ao algoritmo
iterativo: . , ' .
x0 — xU=1 _ [H(X('_1))]_1U(X('_1)).



Exemplo
Considere o seguinte modelo de regressdo Poisson com uma covariavel:

(yi|/81aﬁ2) ~ POi(eXp(ﬂ‘] +ﬁ2xi))7 = 17"'7”'

Como encontrar a estimativa de maxima verossimilhanca para os
coeficientes de interesse?

A fungéo log-verossimilhanga é dada por
n

01, B2) = c+ Y [yi(B1 + Baxi) — exp(B1 + Baxi)].
i

Dai, temos
u(Br, B2) = %ﬁ:ﬁz) => i — exp(B1 + Boxi)]
i=1
_ 0B, B2) My
w(Bbe) = 5 Z[ — exp(Br -+ Bxi))x].

Qual a solugéo do sistema u(3) = 07? Isto é, quais sao as estimativas de
maxima verossimilhanga?



Podemos calcular a matriz de segundas derivadas:

_ [ exp(Br + Boxi)  exp(B1 + Baxi)xi
H(B) = 21 LXP(61 + Bexi)Xi  exp(B1 + BaXi)XP]

Isso leva ao algoritmo iterativo:

ﬁ(i} — B(i—1) _ [H(ﬁ("_1))]_1u(ﬁ("‘1))‘

Ver arquivo exemplo_08.r

Nota: existe uma variagao do algoritmo de Newton-Raphson que utiliza a
matriz de informagéao de Fisher no lugar da matriz hessiana. Procure por
este algoritmo (escore de Fisher)!



Simulagao

O que é simulagao?

Reproducéo de um sistema (problema real) em um ambiente controlado pelo
pesquisador.

O sistema em questdo pode ser deterministico, neste caso, as componentes
e 0s comportamentos do sistema sédo conhecidos.

Esse sistema pode ser descrito por uma regra matematica exata.
Em outros casos, o sistema esta sujeito a flutuagbes aleatdrias.

Entéo, precisamos acomodar as incertezas envolvidas utilizando a teoria das
probabilidades.



Simulagao estocastica

No caso de sistemas ndo deterministicos, existe pelo menos uma
componente estocastica, que sera descrita por distribuicdes de
probabilidade.

Podemos representar o sistema por
y=9(X1,...,Xp).
A fungéo g pode ser complicada.
Os valores xi, ..., Xp S@o realiza¢des das variaveis aleatérias X, ..., Xp.

Objetivo: reproduzir essas variaveis aleatérias.



Geragao de variaveis aleatorias

Essas variaveis aleatoérias sao, de forma geral, independentemente
distribuidas de acordo com uma funcéo de distribui¢édo F.

F pode nao ser explicitamente conhecida.

Inicialmente, consideraremos geragéo de variaveis com distribuicao uniforme
no intervalo (0,1).

Gerando da uniforme

Primeiro, geraremos da U/(0, 1) porque essa distribuicdo fornece a nogéo
basica de representacédo da aleatoriedade.

E ela sera usada para geragao de outras distribuicdes de probabilidade.



Objetivo: gerar uma amostra aleatéria (Ui, . .., U,) de tamanho nde 1£(0, 1).

Paradoxo: queremos gerar niUmeros aleatérios, mas usando um mecanismo
deterministico que possa ser repetido para gerar varios numeros aleatérios
com a propriedade desejada.

Definicao (gerador uniforme pseudo-aleatério): algoritmo que comegando
de um valor inicial uy € uma transformagéo D, produz uma sequéncia

{u;i} = {Di(uo)} de valores em (0,1). Para todo n, os valores (ui, ..., Un)
reproduzem o comportamento de uma amostra aleatéria (Us, ..., U,) de
U(0, 1) quando testadas segundo um certo conjunto de testes estatisticos.

Periodicos: esses algoritmos geram um sequéncia de nimeros que voltam
a se repetir apés um periodo de tamanho S. O algoritmo Mersenne-Twister,
implementado na grande maioria dos programas, tem um periodo

S — 219937 1.

Queremos encontrar uma sequéncia de valores tal que ao testar
Ho : { U1, ..., U, sdo variaveis aleatorias 14(0, 1)} ndo rejeitamos Hp.

Teste classico nesse contexto: Kolmogorov-Smirnov.



Partimos da nogao de que queremos encontrar um sistema deterministico
que possa imitar um fendmeno aleatério.

Isso sugere que modelos “cadticos” poderiam criar esse comportamento.

Esses modelos sdo baseados em estruturas complexas tal como sistemas
dinédmicos da forma X,.1 = D(X,). Esse tipo de sistema é bastante sensivel
ao valor inicial.

Exemplo: fungédo logistica.
Seja Da(x) = ax(1 — x). Para a € [3,57; 4,00] temos configuracoes
cadticas.

Em particular, para a = 4, 00 temos uma sequéncia de numeros no [0,1] com

distribuicdo arco-seno cuja fungéo de densidade de probabilidade é
1

m/x(1 = x)
Podemos transformar X gerado da distribuigao arco-seno e obter amostras
da 24(0,1) fazendo: U; = garcoseno(\/)T,-) parai=1,...,n.

™



Gerando de outras distribuicoes

Considere a variavel aleatéria X com suporte {xi, ..., Xx} com
probabilidades pi, . . ., px tal que K p; = 1.

Podemos dividir o intervalo [0,1] em k intervalos /i, .. ., Ik de forma que
= (F1,Fl,emaque o =0e F; =Y/, p.

Geramos u; da U(0, 1) e verificamos em qual intervalo ele caiu. Se u; em |,
entéo dizemos que X = x; e assim por diante.

Por que esse gerador gera da distribuigdo de X acima?

lim Fy(z) =1

Z—300

PX(.L-k)I
—_
Fx(z)=0
for o < ay —
PX(T2){
*———
PX(-EL){

T Ty Ty Ty “e- T

Figura 1: Fungéo de distribuicdo acumulada.



Exemplo
O objetivo é gerar uma amostra da distribuigdo de Bernoulli.

Distribuicdo: Pr( X =1) =pePr(X=0)=1—-pcom0<p< 1.
Notacdo: X ~ BR(p).

Algoritmo
1. Dividir o intervalo (0,1) em 2 partes: Iy = (0,p] e L, = (p, 1].
2. Gerarudal(0,1).
3. Seu € I, entdo x = 1. Caso contrario, x = 0.
4. Repita n vezes os Passos 1,2 e 3.

Ver arquivo exemplo_09.r



Exemplo
O objetivo é gerar uma amostra da distribuigdo uniforme discreta.

Distribui¢ao: Pr(X = x) = 1N parax =1,2,...,N,com N € Z,.

Algoritmo

1. Dividir o intervalo (0,1) em N partes:
h=(0,1/N],b=(1/N,2/N],...,In=((N—1)/N,1].

2. Gerarudal(0,1).

3. Seu € I, entao x recebe o valor .

4. Repita n vezes os Passos 1,2 e 3.

Ver arquivo exemplo_10.r



Método da transformacéao inversa

Na representacéo da estrutura de uma variavel aleatéria podemos
representar a tripla (€, A, P) por ([0, 1], B,4(0, 1)).

Isto €, podemos igualar a variabilidade de w € Q usando a uniforme no
intervalo (0,1) através de uma transformagao.

Dessa forma, X sdo fungbes que levam do (0,1) em Dy.

Esse método para gerar valores da variavel aleatéria X é conhecido como
método da transformagéo inversa.

Lema
Se U ~ U(0,1), entédo a variavel F~'(U) tem fungéo de distribuigao
acumulada F.

Exercicio: prove este lema (pelo menos para variaveis aleatérias continuas).



Ent&o, basta gerar U da uniforme e fazer X = F~'(U) para obter X com
distribuicdo acumulada F.

Podemos obter outras distribuicdes como uma transformacao deterministica
de amostras da uniforme.

O R utiliza 0 método da inversa (via gnorm) para gerar de uma normal .

Exemplo
O objetivo é gerar uma amostra da distribuigdo exponencial.

A relagédo X = — log(U) pode ser utilizada para se obter uma amostra da
distribuicdo exponencial com parametro 1.

Por que? Como encontrar essa transformagéao?

Como generalizar para uma exponencial com parametro A (média 1/\)?

Ver arquivo exemplo_11.r

"Ver norm.kind em help ("RNG")



Exemplo
O objetivo é gerar uma amostra da distribuicdo gama.

Como utilizar a uniforme, ¢(0, 1), para gerar da G(«, 3), distribuicdo gama,
em gue x € um inteiro positivo e 5 > 0?

Algoritmo
1. Gerar uy,...,u. da U(0,1).

2. Definir y; = —% log(u;), parai=1,..., k.

3. Facax=y1+ -+ Y«.
4. Repita n vezes os Passos 1,2 e 3.

Ver arquivo exemplo_12.r



Geracao de variaveis aleatérias usando misturas

Podemos usar uma técnica bivariada para simplificar a geragao de variaveis.

Motivacao: sabemos que f(x1, x2) = f(x1]|x2)f(x2). Suponha que seja mais
facil gerar de (X1| X2 = x2) e de Xz do que gerar diretamente de Xj.
Entao, (X1, X2) pode ser gerado em dois passos:

Passo 1: Gerar x;.

Passo 2: Gerar (x1]x2).

Nesse algoritmo, temos disponivel a distribuicdo conjunta (X1, X2) e a
distribuicdo marginal de Xj.



Exemplo
O objetivo é gerar uma amostra da variavel aleatéria X tal que
fx(X) = wp(X|p1,0%) + (1 — w)(x|pz, 03),
emque 0 < w < 1e ¢(.|a,b?) afuncdo de densidade de probabilidade de
uma normal com média a e variancia b°.
Seja Y ~ BR(w). Entdo, podemos dizer que
fav(xly = 1) = ¢(xlu1,07) e fxy(xly = 0) = ¢(x|pz, 03).

Consequentemente, uma maneira de obter uma amostra de X é gerar
valores de Y e dado o valor de Y gerar valores de X.
Algoritmo
Parai=1,...,n, faca:

1. Gerary; de BR(w);

2. Sey; =1 gerar x; de N'(uu1,02). Se y; = 0 gerar x; de N (uz, 03).

O algoritmo gera uma amostra (x1, ..., X») de fx(x).

Ver arquivo exemplo_13.r



Exemplo
O objetivo é gerar uma amostra da distribuigdo t-Student.

Se X|A ~ N(p,02/X) e A~ G(v/2,v/2), entdo X ~ t,(u, 02).

Algoritmo
Parai=1,...,n, fagca:
1. Gerar \i ~ G(v/2,v/2);
2. Gerar x; ~ N (u, %/ ).
O algoritmo gera uma amostra (x1, ..., X,) de X ~ t,(u, o).

Ver arquivo exemplo_14.r



Método da rejeicao
O objetivo é obter uma amostra de X com funcéo de densidade de
probabilidade f(x).

Suponha que gerar uma amostra de X através de f(x) seja dificil, mas obter
uma amostra de uma g(x) parecida com f(x) seja facil.

Dizemos que g(x) é um envelope para f(x) se existe uma constante C > 1
tal que 0 < f(x) < Cg(x) para todo x.

05

1— ),
— 9(x)
<] — Envelope
S

@
S

(x)

o
c

-
15

o |
5

r T T T T T T T 1
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Figura 2: Exemplo do método de rejeigao.



Razao de aceitagcao

Propomos um valor de x gerando da distribuigdo g(x).
A aceitagao desse valor esta relacionada com a razéo

_ f(x)
~ Co(x)

Pela definicdo do envelope, temos que 0 < A < 1.

com g(x)#0 paratodo x.

Valores pequenos de A indicam que o valor proposto tem densidade
pequena em f e grande em Cg.

Valores de A proximos de 1 indicam que o valor proposto tem densidade alta
em f e Cg. Isto é, as duas sao parecidas.



Algoritmo

1. Gere um valor proposto x* de g(x);
2. Aceite o valor proposto x* com probabilidade

_ )
Ca(x*)’
3. Repita os Passos 1 e 2 até obter uma amostra de tamanho n.
O algoritmo gera uma amostra (x1, ..., Xn) de f(x).
Exemplo

O objetivo é gerar uma amostra da normal padrao, A/(0, 1), utilizando as
seguintes propostas:

(@) U(—10,10);e
(b) Cauchy padrao.



No caso da ¢/(—10, 10), temos

2m) "2 exp(—x%/2)

_(
€= 1/20

O maximo dessa razdo é C = 7,98 em x = 0. Entao,

7,98
Co(x) = TO/(—m,m)(X) ~ 0,4/ —10,10)(X),

cobre f(x).

No caso da Cauchy padrao, temos

(27) "2 exp(—x*/2)
71+ @)

C=

O maximo dessarazdo é C =1,52em x = —1 e x = 1. Entao,
1,52[x(1 + x?)]~" cobre f(x).

Ver arquivo exemplo_15.r



Notas sobre o método da rejeigao

A distribuicdo proposta deve ser facil de gerar valores.
A funcéo de densidade de probabilidade da proposta deve ser facil de avaliar.

As fungdes de densidade de probabilidade f e g devem ser similares para
resultar em uma alta probabilidade de aceitagdo e um algoritmo eficiente.

Dado que C > 1, podemos calcular a probabilidade de aceitagao:
f(s)
Prl U< X=s s)ds
/ < Co(s) ) 9(s)

coe)9¥* = ¢
| oo = [ 1910

Temos que C mais proximo de 1 indica que f e g séo proximas, levando a
altas probabilidades de aceitagdo. Enquanto que C grande indica que f e g
séo distantes, levando a baixas probabilidades de aceitagao.

"r(v= gon)

No caso da proposta uniforme, a probabilidade de aceitagéo é
1/7,9788=0,125 e na proposta Cauchy, a probabilidade de aceitagéo é
1/1,5203=0,658.



Observacao importante:

Se s6 conhecemos a fung¢éo de densidade de interesse exceto por uma
constante de integracéao

f(x) o f(x)
nada muda no algoritmo. Basta substituir f por?. Agora, a constante C é tal
que

f(x) < Cg(x).
Exemplo
4

O objetivo é gerar uma amostra de f(x) x exp (—%) utilizando como

proposta a distribuicdo normal padrao.

Ver arquivo exemplo_16.r



Exemplo

O objetivo é gerar uma amostra da distribuicdo normal truncada entre 0 e
infinito (conhecida como half-normal).

Considere como proposta a distribuicdo normal padrao.

Figura 3:

1T — f(x)
] — 9k

f(x)
00 01 02 03 04 05 06 07 08
e e s e SO

Exemplo do método de rejei¢ao aplicado a normal truncada.



A fungdo de densidade de probabilidade objetivo é

1 x2

f(X) =2 X E exp (—E> /[0700)(X) = 2¢(X)/[07m)(X).

No caso da proposta normal padrdo com densidade ¢(x), temos

o 2 (27) "2 exp (—x2/2) lo,00)(X)
(2m) " exp (—x2/2)

= 2/[0’00)(X).

O maximo dessa razdo é C =2 em x > 0. Entdo, 2¢(x) cobre f(x).
A probabilidade de aceitacao é 1/C = 1/2.
Algoritmo

1. Gere um valor proposto x* de N'(0,1);

2. Aceite o valor proposto x* com probabilidade

2¢(x)
2¢(x)

3. Repita os Passos 1 e 2 até obter uma amostra de tamanho n.

/[0,oo)(X) = I[O,oo)(x)-



Exemplo
O objetivo é gerar uma amostra da distribuicdo normal truncada em (0, o).

Considere a proposta G(1,1) = £(1). Nesse caso, a probabilidade de
aceitagao € 0,76 (C = 1,315em x = 1).

S
—

® |
5]

f(x)
0,6

04
L

0,2
L

0,0
L

Figura 4: Exemplo do método de rejei¢cdo aplicado a normal truncada.

Ver arquivo exemplo_17.r



Gerando da distribuicdo normal

® Teorema central do limite
® Método da rejeicdo com proposta exponencial dupla
® Método de Box-Muller

Exemplo
O objetivo é gerar uma amostra da distribuigdo normal padréo utilizando o
teorema central do limite (TCL).

Considere uma amostra (Us, ..., Uy) i.i.d. 4(0,1). Pelo TCL, sabemos que
para n grande,

vn(U-1/2)
Vi ~ N(0,1).

Essa aproximagao é razoavel para nigual ou maior que 12.

Mas esse algoritmo néo é eficiente, pois para gerar um Unico valor da
N(0,1) é preciso gerar pelo menos 12 valores da 24/(0, 1).

Ver arquivo exemplo_18.r



Exemplo
O objetivo é gerar uma amostra da distribuicdo normal padréo pelo método
da rejeicao.

Considere uma proposta Laplace, com 7 > 0, dada por

1 1
g(x|r) = Zexp <—;|X|) , XeER.

S
| — gexi=1)
— g(xit=3)

04

(x)

02

01

o]
S

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

Figura 5: Gerar da normal padréo pelo método de rejeigdo com proposta Laplace.



A razdo entre as densidade fe g é

_fx)_ /2 XX
C(T)—g(x)—‘l' 7Texp( 2+7_ , xeR, 7>0.

O maximo dessa razéo é obtidaparax = —1/7re x =1/r e éigual a

C(r) = T\/gexp (#) .

Lembrando que a constante C(7) deve ser a menor possivel para uma alta
probabilidade de aceitacéo.

Entédo, devemos minimizar C() com respeito a 7. Para isto, 7 = 1.
Segue-se que C(1) = 1,315 e a probabilidade de aceitagdo 1/C(1) = 0, 76.
Portanto, nossa proposta é uma Laplace(1).

Ver arquivo exemplo_19.r



Exemplo

O objetivo é gerar uma amostra da distribuicao normal padrdo pelo método
Box-Muller.

Sejam U; ~ U(0,1), i = 1,2 e independentes. Defina as varidveis aleatérias
Xi e Xz tais que

X1 = +/—2log(Uy)cos(2nls), e
X2 = -2 |0g(U1 )sen(27rU2).
Entdo, Xi ~ N (0,1), i = 1,2 e independentes.
Por transformacgéao polar podemos verificar a relagdo acima.

Note que no algoritmo anterior de rejeigao usando proposta Laplace em 100
valores da ¢/(0, 1) gerados esperamos gerar 76 valores da (0, 1).

Enquanto nesse algoritmo, em 100 valores da ¢/(0, 1) gerados iremos gerar
100 valores da NM(0, 1).

Ver arquivo exemplo_20.r



Exemplo

O objetivo é gerar uma amostra da distribuicao normal multivariada com
vetor de médias p e matriz de covariancias X a partir de variaveis aleatérias
N(0,1) independentes.

Considere Z = (Z,...,Z,)" um vetor de variaveis aleatérias independentes
e identicamente distribuidas da A (0, 1).

Sabemos que X = .+ AZ ~ Ny(u,X)emque = = AAT.
E possivel utilizar a decomposicéo de Cholesky, ¥ = U'U,com A= U".

E possivel utilizar a decomposicao em valores singulares (SVD), £ = VDV’
comA= VD2

Contudo, ndo é possivel com a decomposigéao LU.

Ver arquivo exemplo_21.r



Método do envelope

Esse método € parecido com o método de rejeigdo com um passo extra que

diminui o custo computacional no caso em que avaliar a densidade objetivo é
dificil.

A ideia do método consiste em encontrar uma constante C tal que Cg cubra

a f e escolher uma fungao h que limite f por baixo.

Se h(x) < f(x) para todo x, entdo podemos usar a seguinte relagéo para

aceitar x:
hx) _ fx) __ f(x)

< < = U< .
Ca(x) = Cg(x) Cg(x)
Nao é preciso avaliar f(x), basta aceitar o valor proposto.




Exemplo
O objetivo é gerar uma amostra da distribuigdo A/ (0, 1) usando como
proposta a &(—10; 10).

Utilizaremos um limitante inferior para avaliar a fungdo de densidade da
N(0,1) um nimero de vezes menor.

Para isto considere a relagdo (1 — x2/2) < exp(—x2/2).

O método da rejeigao terda um passo extra que testa se

(2m)'/2

_(em) (1 - x2) ,
1/20

s Ca(x)

(1—x?/2) pois C=

Se a relagéo for verificada, entdo podemos aceitar o valor proposto de g(x).

Ver arquivo exemplo_22.r



Reamostragem ponderada

No método de rejeicdo vimos que é crucial encontrar a constante C para
determinar o envelope.

O método da reamostragem ponderada usa a ideia do método de rejeigcao
sem precisar encontrar essa constante.

Desvantagem: produz valores com distribuicdo aproximada.

Ao invés de gerar diretamente da densidade objetivo f(x), geraremos de
uma aproximagao discreta dessa distribuigao.

Para isso, assim como no método de rejei¢cdo, geraremos uma amostra de
uma densidade proposta g(x).

Na distribuicao discreta as probabilidades dos valores xi, xz, . . . , X, S80 tais

que
f(X,')

Pr(X = x;) x a0’




Algoritmo

1. Considere uma amostra (xi, ..., Xn) obtida da fungdo de densidade de
probabilidade proposta g(x).

2. Calcule os pesos

e depois as probabilidades
wi

Z}; wj

3. Uma segunda amostra (x7, ..., Xy) € obtida da distribui¢do discreta
Pr(X:x,):ﬂi,i:17...7n.

m =

A reamostra (X7, ..., Xy) tem distribuicdo aproximada f(x).

Note que o tamanho da reamostra é qualquer. Por exemplo, podemos ter
m > n e nesse caso temos amostragem com reposicédo da distribuigao
discreta.

Observe que ndo é preciso conhecer f(x) completamente (s6 o nucleo).



Exemplo
O objetivo é gerar uma amostra da variavel aleatéria X tal que

f(x) = wé(xlur, 0F) + (1 = w)d(X|uz, 03),

emque 0 < w < 1 e ¢(.|a,b?) é a fungdo de densidade de probabilidade de
uma normal com média a e variancia b?.

Sabemos que

E(X) = Ev(E(X|Y))=wu +(1 —w)pz =p
Var(X) = Ey(Var(X]Y))+ Vary(E(X]Y))
= [wof + (1 —w)od] + [wp — p)® + (1 = w)(u2 — p)°].
Ver arquivo exemplo_23.r
Exemplo

O objetivo é gerar uma amostra da variavel aleatéria X tal que
f(x) o< exp(—x*/2){[sen(6x)]* + 3[cos(x)]’[sen(4x)]° + 1}, x €R.

Ver arquivo exemplo_24.r



Qualidade da aproximagao

Podemos mostrar que para n — oo temos F,,(a) — Fx(a) em que

SR 00 00)/9x)
Ful@) =X /X,Zéa loe.als)m >kt F(x)/9(xk) .

Quando n — oo, temos varios x; gerados com frequéncia de g(x;). Entéo,
podemos aproximar

2 hese.a(X)f(%)/9(%)

e /%al(foo’a](mm: ket FOx)/9(xk)
[ leatorraelaeas [ icatotise B
~ = = Fxl(a).
/ [£(x)/a(x)]g(x)x / F(x)dx

Dessa forma, teremos uma boa aproximacao para n grande.



Integragdo numérica

Se a integracdo analitica ndo é possivel ou é complicada, podemos
aproxima-la usando métodos numeéricos.

A integracdo numérica muitas vezes é associada a quadratura - que se refere
a encontrar quadrados cuja area seja a mesma sob a curva de interesse.

No caso multivariado, o problema é conhecido como integragdo mdltipla ou
cubatura.

E importante no uso de métodos bayesianos e bayesianos empiricos, no
célculo da fungéo de verossimilhanga e no calculo de distribui¢cdes a
posteriori (momentos, quantis, etc).



Métodos de integragdo numérica

Métodos deterministicos
® Regra de Riemann
® Regra do trapézio; e
® Regra de Simpson.

Métodos de simulacao estocastica

® Método de Monte Carlo simples; e
® Método de Monte Carlo via fungdo de importancia.

Métodos assintéticos
® Aproximagao Normal; e
® Laplace.



Exemplo

Utilizaremos o calculo do valor esperado de uma variavel aleatoria
qui-quadrada com v graus de liberdade para diversos métodos a serem
apresentados.

Suponha X ~ x2 e desejamos E(X), isto &,

oo ) v/2
E(X) = /O xf(x)dx = /0 %X”/Zexp(fx/Z)dX:u.

A ideia é resolver a integral acima por métodos numéricos diferentes e
comparar o resultado com v.



Regra de Riemann

A integral de Riemann pode ser definida por

b—a

b n
f(x)dx = lim Ax.f(x;), Ax= e XxXi=a+ Ax.i.
[ 1t Jlim_ 3 A1)

Ideia da regra de Riemann: a integral pode ser aproximada por

/b f(x)dx ~ (b — a)f(b).

Usamos o método para varios subintervalos da regiao de interesse.



Figura 6: Integral de uma fungéo pela regra de Riemann.

Ver arquivo exemplo_25.r



Regra do trapézio

b
Considere o problema de resolver a integral / f(x)dx.
a

Ideia da regra do trapézio: aproximar a integral sob a curva pela &rea do
trapézio formado por (a,0), (b,0), (a, f(a)) e (b, f(b)). A integral pode ser
aproximada por

/  f)dx ~ %[f(a) +H(b)].

Usamos o método para varios subintervalos da regido de interesse.



Figura 7: Integral de uma fungéo pela regra do trapézio.

Ver arquivo exemplo_26.r



Regra de Simpson

Ideia da regra de Simpson: aproximar a integral sob a curva pela area sob
o polindbmio de segunda ordem nos pontos a, (a+ b)/2 e b. A integral pode
ser aproximada por

/abf(x)dxz bga {f(a)+4f (a;b> +f(b)] .

Se puder, por favor veja (em inglés).

Usamos o método para varios subintervalos da regiao de interesse.


https://youtu.be/uc4xJsi99bk

Figura 8: Integral de uma fungéo pela regra de Simpson.

Ver arquivo exemplo_27.r



Métodos de Monte Carlo

Seja (Xi,. .., Xn) variaveis aleatérias independentes e identicamente
distribuidas de X ~ N (u, o?) e seja

Qual é a distribuicdo de T?
Mais de 100 anos atras Gossett usou um experimento de Monte Carlo antes
dele provar analiticamente que essa estatistica tem distribuigao f,_1.

Passos do experimento

1. Entrar com os valores de p, o2, ne m (este Ultimo é o nimero de
replicacoes ou réplicas do experimento);

2. Paraj=1,...,m: gerar uma amostra (xi, ..., x,) de N'(u, o) e calcular
f; utilizando a Equacgéo (2); e
3. Estimar a densidade de interesse usando a amostra (ti,. .., tn).

Ver arquivo exemplo_28.r



Integracédo de Monte Carlo

O meétodo originalmente foi desenvolvido por fisicos para resolver integrais.

Queremos integrar a fungdo h(x) no intervalo (a, b). Podemos escrever a
integral de interesse:

I = /ab h(x)dx = /ab %f(x)dx.

Dessa forma, o integrando pode ser visto como o valor esperado de
h(x)/f(x) sob a densidade f(x) com suporte no intervalo (a, b).

A integracao de Monte Carlo é dada por:
b b h(x) 1 <= h(x)
= /a h(x)dx = /a mf(x)o/x ~ = Z )
i=1

com (xi, ..., X») sendo uma amostra de f(x).




Seja

a1
/Eg

Pela Lei Forte dos Grandes numeros temos que 1 converge quase
certamente para /.

Podemos estimar a variancia dessa aproximagao por

_ 15 [ho) 4]
V"_nzﬂ{f(x, —/].

Temos que /v, é conhecido como erro de Monte Carlo.

Além disso, temos que para n grande




Exemplo
Queremos integrar h(x) = [cos(50x) + sen(20x)]? no intervalo (0, 1).

Nesse caso, poderiamos resolver analiticamente. O valor exato dessa
integral é 0,965.

Utilizando Monte Carlo:

1. Gerar uma amostra (us, ..., u,) de (0, 1).

1 n
2. Calcular > h(w).

i=1

Ver arquivo exemplo_29.r



Exemplo
Queremos calcular Pr(Z < 1,96) para Z ~ N(0,1):
Pr(Z < 1 g 2 47 _ (4 z
H(Z <1,96) = ——exp (-5 ) dz = E(/_ . .
( ) - P( 2> (f—o0:1,961(2))

Sabemos que essa integral ndo pode ser resolvida analiticamente.

Utilizando Monte Carlo:
1. Gerar uma amostra (zi, ..., z,) de N(0,1).

1 n
2. Calcular - Z I~ o011,061(21)-

i=1

Ver arquivo exemplo_30.r



Exemplo
E se o objetivo é o contrario? Calcular o quantil de 97,5%7?

Queremos calcular g tal que

7 2N b7 — E(f (2
0’975_/,00\/?@(') (—5) 2 = E(k-o0:0(2))-

Sabemos que essa integral ndo pode ser resolvida analiticamente.

Utilizando Monte Carlo:
1. Gerar uma amostra (z, . .., z,) de N(0,1).
n
15 > " li—o0iq)(2)) para vérios valores de g.
i=1

3. Escolher g tal que Fe(q) = 0, 975.

2. Calcular Fe(q) =

Ver arquivo exemplo_31.r



Exemplo
Suponha que queremos calcular a distribuigao preditiva no ponto y. Entéo,

fy) = /f(Y\G)f(G)dG = Eo(f(¥19)),
pode ser aproximada por R § o
)~ ; H(y16:)
com 6; gerado da distribui¢ao a priori f(6).
Algum problema nessa abordagem? E se a priori for vaga?
Suponha (Y|0) ~ N (6,1) e 6 ~ N(0,4).

Passos do método:
1. Gerar uma amostra (01, ..., 0,) de N'(0,4).
2. Avaliar a funcao de verossimilhanga em y dado cada 0, i =1,...,n.
3. Tomar a média amostral destes valores.

Ver arquivo exemplo_32.r



Integracao usando funcao de importancia

O obijetivo é calcular: / = /h(x)f(x)dx.
Suponha que existe uma fungéo de densidade de probabilidade g(x) que

aproxime bem a f(x). Entéo,

) - f(x) _ Xy
- / h(x)f(x)dx = / h(x) gy 90)ax = Eg (h(x) g(X)) '

Assim, a integra¢éo Monte Carlo nos leva a

= 13 h) 100

n 2" g(x)
em que (X1, ..., Xp) € uma amostra de g(x).
Se definirmos w; = f(xi) parai=1,...,n, entdo
9(x;)

A 1<
h= ; h(x;)wi.



Exemplo
Suponha que queremos calcular Pr(Z > 4,5) em que Z ~ N(0,1).

Monte Carlo simples: gerar z; de Z ~ N (0, 1) e aproximar

[ee] 1 n
PUZ>4.5) = [ lasm@0(2)oz= 1 has(2):
oo i=1

Problema: como Pr(Z > 4,5) € muito pequena, se n é pequeno teremos
uma frequéncia 0 de z; > 4,5: >°1_, la5.00)(2)) = O tal que Pr(Z > 4,5) ~ 0.

Solugao: utilizar uma fungao de importancia g(z) com maior probabilidade
na cauda.

Pr(Z > 4,5) / h ha 5:00)(2)$(2) dz

#(z)
9(z)

= /OO 1[475;w)(z)%g(z)dz = %Z fa.5:00)(21)
e i=1

Ver arquivo exemplo_33.r



A densidade de importancia

A densidade g pode ser qualquer (desde que g(x) > 0 no suporte de X)
para o estimador /; da integral / convergir.

Podemos comparar as variancias desse estimador para diferentes escolhas
de g (pois algumas escolhas sdo melhores que outras).

~ ~ A~ 12 ~
Temos que Var(h) = E(R) — [E(h )] = E(B) - P com

oo (TIPIORY o ( [M)Px)
Eg(")‘Eg< [0 )‘E’< a(x) >

Logo, Var() é finita se E4(7?) for finita, mas isto ocorre somente se a razao
f(x)/g(x) for limitada para todo x.
Duas condigées suficientes para termos Var(’) finita:

1. f(x)/9(x) < c (limitada) para todo x € Dy; e

2. Dy compacto, f(x) < ae g(x) > ¢ para todo x € Dx.

Essas condigdes sao muito restritivas. No primeiro caso, temos as mesmas
condi¢des do algoritmo de rejeigao.



Iremos considerar um estimador alternativo com variancia finita:

n
- 1 h(Xi)w; j
IZZM com wi:f(X’) i:1,...,n.

2/21 Wi g(Xi)’

Note que neste caso estamos substituindo n por >°i_; w;.

Como (1/n) Y7, wi — 1 quando n — oo, 0 estimador T, — I pela Lei Forte
dos Grandes Numeros.

Uma outra abordagem para diminuir a variancia do estimador para / é
baseada na relacao (Rao-Blackwell)

Var(E(8(X)|Y)) < V(5(X)).
Defina ¢(x) = h(x)f(x)/g(x). Podemos utilizar a relagao

= / (x)g(x)dx com g(x) = / 9(x, y)dy,

tal que

1= [ [ gty = [ [ / ax)g(x\y)dx} a(y)ay.



Temos duas opgoes:

1. Gerar a amostra (xi, ..., X,) de g(x) e estimar por
P
/1 = E ZE(X,)
1=
2. Gerar a amostra (y1, ..., y¥a) de g(y) e estimar [ por

Z E((X)1y)-

A variancia do terceiro estimador € menor que do primeiro.



Exemplo

Considere o problema de calcular o valor esperado de h(x) = exp(—

X ~ 1,(0,1).

Consideraremos o seguinte:

e Gerar uma amostra (x1, ..., Xs) de £,(0, 1) e calcular
b= 13 eel)
=2 1 exp(—X;);
=
e Gerar uma amostra (1, ..., ¥s) de G(v/2,v/2) e calcular

ZE (X)) = - S (/4 1)

i=1

Lembre-se que (X|Y = y) ~ N(0,1/y) tal que X ~ £,(0,1).

Ver arquivo exemplo_34.r

x?) para



Aproximagao assintética de integrais

Em inferéncia bayesiana estamos interessados em informagdes da
distribuicao a posteriori:

foly) = L com 1ty) = [ vioo)ds,

emaque y = (y1,-..,Yn) € uma amostra de (Y|6).

Estamos interessados, por exemplo, em E(g(0)|y) para diferentes fungdes g.
* Média a posteriori: g(0) = 6.
e Segundo momento ordinario a posteriori: g() = 6°.
® Mediana a posteriori: g(f) = l—:q(6) tal que E(g(0)|y) = 0,5.

Diversos métodos de integragdo deterministicos e de Monte Carlo podem
ser usados nesse contexto.

Veremos a seguir aproximagdes baseados em teoria assintotica.



Aproximacao Normal

Ideia do método: usar a aproximagao por séries de Taylor para o log de
f(8]y) em torno de sua moda.

Lembrando

0= 1" b o),
=0
Considere uma aproximacao de ordem 2:

F(x) = F(x0) + F'(Xo)(X — X0) + f”(Xo)w

Para a expansao em torno da moda 6* de log f(9]y) temos que f'(0*|y) = 0
entao

_ p*\2
log f(O|y) ~ log f(6"|y) + [8892 log f(9|y)‘ 9*] w



Assim,

1
f(@\y)uexp(—z—wz(é? 9)) com ¢2:—{§92|ogf(a\y)( 9*] .
Isto é,

(0ly) ~ N (6", 47).

O caso multivariado é anélogo com
(6ly) = Nq(67, W).

2

—1

o

T A T .
000607 °° (e‘y)’(a:a*}



Exemplo
Considere (y|\) ~ Poi(\) e A ~ G(a, b). Sabemos que nesse caso, a
posteriori € conjugada e dada por:

a+ty _a+y
(Ay)~Gat+yb+1), EQy)=4-73 e Var(AIy)—(bH)z.

Consideraremos a aproximagao normal para f(Aly).

a+y-—1

Suponha que a+ y > 1. Entdo, o ponto de maximo \* = b

Além disso, temos

=[] ] =[E5) ] =

a+y—-1 a+y—-1
b+1 7 (b+1)2 )

Logo, (\|y) =~

Ver arquivo exemplo_35.r



Mas note que nesse exemplo A > 0 e a distribuicdo normal utilizada na
aproximacéao esté definida nos reais.

Uma solugdo é melhorar a aproximagéo usando uma transformagéao de A,
Considere £ = log()). Entdo, A = exp(§).
Como f(Aly) oc A* =" exp(—(b + 1)) podemos obter

F(€ly) o exp(é(a+y) — (b+ 1) exp(€)).

Dai, podemos mostrar que

N aty 1 N aty 1
= n (g (515) oy ) = e (o (5145 1).

tal que
a—+ 1
=0 = (557) o (aary)

Ver arquivo exemplo_36




Método de Laplace

Usado para aproximar a razao de duas integrais.
Em particular, muito Gtil em inferéncia bayesiana.

Suponha que estejamos interessados em E(h(0)|y) sob a distribuicdo a
posteriori para . Sabemos que

f(e|y)=% emaue #(y) = [ fylo)r(o)s

é a preditiva de y. Entao,
/ h(0)F(y10)7(6)do
/ f(yl0)f(0)do

E(h(0)ly) =

Podemos utilizar o método de Laplace para aproximar E(h(68)|y).



Esse método é bastante usado porque a preditiva f(y) também é
usualmente dificil de ser obtida analiticamente.

Usamos a mesma aproximagao anterior, porém agora temos numerador e
denominador para serem aproximados.

Isso leva a uma aproximaga@o melhor, pois parte dos erros se cancelam.
Suponha que h(6) > 0, e defina

Li(6) = log(f(y]0)) + log(f())

L2(0) = log(f(yl0)) + log(f(0)) + log(h(0)).
tal que

/ h(6)1(y|6)1(6)do / exp(L2(0))d0
E(h(0)]y) = - .
/ f(y10)#(6)d / exp(Li(6))do

Utilizaremos expanséo de Taylor de segunda ordem para calcular uma
aproximacao para a integral acima.




Seja 0} o valor que maximiza L;(). Seja /2 = —[L/(0;)] ", parai=1,2.

Podemos mostrar que

1/2
E(h(0)ly) ~ exp(L2(63) — L1(67)) (://j2> '
i

No caso multivariado,

1/2
E(h(9)|}’) ~ exp(L2(02) L1(01 )) (}1’2:)

em que
;

2| . _ '
W’Z_PLL@) } . i=1,2.
0000 0-0*



Exemplo

O total de n animais esta categorizado em 3 categorias y = (y1, y2, ys) ' com
probabilidades (0,25(2 + 0); 0,5(1 — 6); 0, 256).

Temos a funcéo de verossimilhanca
f(y)0) oc (2+6)"(1 — 6)26", 0 € (0,1).
Considere priori 8 ~ 14(0,1).
Observou-se y = (125; 38; 34)".
Como encontrar a média e o desvio padréo a posteriori de 7

dLi(0) &PLi(0) dLa(0) PLo(0) dLa(0)  Le(0)

D
evemos encontrar d0 " dz ' do ’  dee ’  do do2

Ver arquivo exemplo_37.r



Otimizacao estocastica

Considere o problema de encontrar o valor que maximiza uma fungéo de
interesse.

Podemos usar os métodos numéricos usuais ou usar simulagéo estocastica.

Variaveis auxiliares sao introduzidas no problema (artificialmente ou nao) de
forma a facilitar a maximizagao.



Arrefecimento simulado (Simulated anneling)

Método utilizado para maximizagao ou minimizac¢ao de fungoes.
Deseja-se maximizar ou minimizar f(x), x € R”.
Método introduzido por Metropolis et al. (1953).

Ideia: mudar a escala (temperatura) da fungéo objetivo permite mudangas
mais rapidas de uma moda para outra na superficie de interesse.

Isto é, a mudancga de escala evita que o método fique preso em modas
locais.



Maximizagao de f(x)

Dada uma temperatura T > 0, definimos uma nova fung¢éo objetivo dada por

9(x) o exp (L_,)_()) , para xeR.

O valor que maximiza g(x) também maximiza f(x).

Um valor x* é proposto da distribuicdo 2/(x!=" — A, xU=" 4+ A). Esse valor
€ aceito com probabilidade « dada por:

a:min(n%).

A fungéao g é utilizada com o objetivo de diminuir vales e picos, tornando
possivel passar de uma moda local para uma outra moda.

A fungdo g depende de T, que diz quanto a funcdo deve ser suavizada.



15

— =+

<
—

a(x)
1,3

1.2
|

11
I

1,0

Figura 9: Exemplo da fungédo g(x) para diferentes temperaturas.

® Para T < 1 afungédo se torna mais concentrada e os picos mais altos.
e Para T > 1 afungdo se torna mais vaga e 0s picos menos acentuados.



Temperatura

A temperatura T é grande no inicio do algoritmo, de forma a permitir passar
de modas locais para moda global e deve ser reduzida aos poucos até que a
moda global seja atingida.
As questdes que devem ser resolvidas séo:

e Definicao de T;

® Escolhade A;e

e Escolha do esquema de redugao da temperatura.

Um reinicio pode ser incluido, isto é, o algoritmo € reiniciado partindo do
melhor valor até aguele momento para a otimizagao da fungéo.

Para o caso multivariado basta escolher (X', ..., x5) da distribui¢cdo uniforme
p-variada (hipercubo de dimenséo p).



Exemplo
Deseja-se maximizar a fungéo:

F(x) = 0,36 (x — 10) + 2" (X_ 15) .

1(x)
0,10 015 0,20
. )

0,05
L

0,00
L

r T T T T T T T T 1
4 6 8 10 12 14 16 18 20 22
X

Figura 10: Maximizar a fungao mistura discreta de normais.

Ver arquivo exemplo_38.r



Exemplo
Deseja-se maximizar a fungao:

f(x) = (cos(50x) + sen(20x))?, x € (0; 0,5).

f(x)
2

r T T T T T T T T T 1
0,00 005 0410 015 020 025 030 035 040 045 0,50
X

Figura 11: Fung@o f(x) = (cos(50x) + sen(20x))2.

Ver arquivo exemplo_39.r



Exemplo
Deseja-se maximizar a seguinte fungao:

f(X7.y) = 0,606Xp{-0,5[(X-2)2 + (y_2)2]}
+ 0,35exp{—0,5[(x — 5)* + (y — 5)°]}
4+ 0,05exp{—0,5[(x —3)* + (y — 6)?]}.
Esta fungao possui um méaximo local no ponto (5,5) e o maximo global no
ponto (2, 2).
Ver arquivo exemplo_40.r

Considere como acerto o algoritmo atingir o ponto (2, 2) para

f(2,2) = 0,6000534, entdo o critério utilizado foi acerto quando

| max —f(2,2)| < 0,01, em que max é o valor da fungdo no ponto 6timo do
algoritmo. Seja k tal que a cada k iteracdes a temperatura € reduzida em
10% no algoritmo. O ponto inicial foi escolhido aleatoriamente da

u(1,7) x (1,7)).



k A T inicial | % de acerto
10 4
100 | 0,001 10° 12
107 12
10 96
100 | 0,02 10° 86
107 86
10 100
100 1 108 100
107 100

Note que para A = 0,001 os resultados obtidos sdo muito ruins, para
A = 0,02 séo bastante bons e para A = 1 sdo excelentes.

Para aumento na temperatura inicial, dependendo do A utilizado, tanto pode
resultar em melhora como em piora das estimativas. Por exemplo, para

A =0,02 e k =1.000 quando T é aumentado as estimativas melhoram,
mas para k = 100 acontece o contrario. Entretanto, ha efeito da temperatura.



Algoritmo Esperanga-Maximizagéo (EM)

O algoritmo EM pode ser aplicado em modelos de dados faltantes.

Estes modelos tém uma fungao de verossimilhanga que pode ser expressa
por

f(x)0) :/f(x,z|0)dz.

A fungéo de interesse é a marginal de um modelo conjunto para (X, Z).



Exemplo

Considere (xi, ..., X,) uma amostra aleatéria de Poi(7;) e (y1, ...

amostra aleatéria de Poi(47;), independente da primeira.

A funcéo de verossimilhanga para (8, 71,...,m™)" é dada por

H fx(xi|m) fy (yil7i, B)

i=1

L(B,7(x,y)

12[ e Tt @ BTi(Br)i

X/! y,'!

i=1
Podemos mostrar que

, € ﬁ':XAi—H/i,
6+ 1

x|I<I

B =

»¥n) Uma



Suponha que x; € um dado faltante. Neste caso, como poderiamos obter
1= +y)/(B+1)es=y/x?

Uma opgéao é ignorar a observagao y; e considerar os dados
((x2,¥2), ..., (Xn, ¥n)). Contudo, estariamos descartando dados observados.

Outra opcao € considerar a fungéo verossimilhanca para dados incompletos
ou faltantes,

f(y17(X2,y2),‘..,(Xn,yn)|ﬁ,~r):/f((x17y1),(X2,y2),...7(Xn7yn)\ﬂ,7—)dX1.

Definimos f(y1, (X2, y2), ..., (Xa, ¥n)|3, 7) como a funcao de
verossimilhanca para os dados incompletos.



Nesse problema, temos duas fungdes de verossimilhancas:
® Dados completos
L(B7T|(X17y1)7 (X27y2)7 ceey (Xn,yn)) = f((X1,y1), R (Xn,yn)|ﬁ,7')~

® Dados incompletos

L(ﬂvT‘y17(X2>y2)7"'7(X'77y”)):/f((x17y1)7"'7(Xn7yn)|5’7—)dx1'



Exemplo
Suponha que a variavel aleatéria X tem distribuicdo dada por uma mistura tal
que
fx(x10) = 6fi(x) + (1 — 0)h(x),
em que f; e f; séo funcdes de densidade de probabilidades conhecidas.

Para uma amostra aleatéria (X1, ..., X,) com distribuicdo fx temos a fungao
de verossimilhanga dada por

n

L(o|x) = [ J10A (x) + (1 = 0)&(x)],

i=1



Considere introduzir no problema variaveis aleatérias auxiliares 2y, 2, ..., 2Z,
tal que
Zi~Ber(0), i=1,...,n

Dessa forma,
f(X,"Z,' = 1) = f1 (X/)
f(X,"Z,' = 0) = fg(X/).

Ao integrarmos Z;, obtemos a fungao de densidade de probabilidade original
para X;.

Podemos mostrar que a fungdo de verossimilhanga completa € dada por
L°(0]x, 2) = H {[n X7 x [h(x)] ™% x 6% x (1 — 9)1*4‘}.

Se conhecéssemos (z1, . .., z,), entdo encontrariamos facilmente o
estimador de maxima verossimilhanga para 6 na fungao de verossimilhanga
completa.



Algoritmo Esperanga-Maximizagéo (EM)

Método iterativo que calcula o estimador de maxima verossimilhanga em
casos de dados incompletos ou faltantes.

Transformamos o problema de encontrar o maximo de uma fungéo
complicada em dois problemas mais simples: esperanga (E) e maximizagao
(M).

Suponha que observamos uma amostra aleatéria (Xi, ..., X;) da distribuicdo
f(x0).

Considere a fungéo de verossimilhanga L(6|x) = [T}, f(x|6).
Queremos encontrar § = argmax, L(6|x).

Considere as variaveis auxiliares ou dados faltante (Z;,...,2Z,) ea
distribuicao conjunta para (X, Z), f(x, z|0).



Seja X a variavel aleatéria observada e Z a variavel aleatéria faltante. De
forma geral temos:

® Funcdo de verossimilhanga para dados completos,
L°(8|x,2) = f(x,2|0); e

® Funcao de verossimilhanga para dados incompletos,

L(0|x) = f(x|0) = /f(x,z|0)dz.

Identidade basica do algoritmo

Sabemos que a distribuigdo condicional de z faltante dado os observaveis e
0 é dada por

_ f(x,2|0)

f(z|x,0) = f(x[) -

log f(2|x, 0) = log f(x, 2|6) — log f(x|0) = £°(0|x, 2) — £(6]x).

em que ¢°(0|x, z) e £(0|x) sdo os logaritmos das fungdes de
verossimilhangas completa e incompleta, respectivamente.



Se tomamos a esperanga na distribui¢cao de (z|x, 8) para 6 = 6, obtemos a
relagéo
£(8]x) = E(£°(0|x, 2)|x, 60) — E(log(f(z|x, 8))|x, 6o).

Como desejamos maximizar £(6|x), o segundo termo pode ser ignorado e
maximizamos somente
E(¢°(8]x, 2)|60, X).

Algoritmo
1. Calcule a esperanga Q(9|x, 9(m)) em que
Q(9]x,60) = E(£°(0]x, 2)|60, X),
sendo a esperanga calculada na distribuicao de (z|x, 6p).
2. Maximize Q(0|x,d(m) em 6:
O(m+1y = argmax, Q(8]X,d(m)).
Podemos mostrar que .
L(O(m-1)|X¥) = L(O(m)|X),

com igualdade se, e somente se, Q(A(my1)|X, O(m)) = Q(O(m)| X, O(m))



Resultado
Mostraremos que o algoritmo obtém uma sequéncia 6, paraj=1,2,..., M,
que converge para o argumento 6* que maximiza £(6|x).

Agora, seja
£(0]x) = E(£°(0|x, 2)|x, 00) —E(log(f(z|x, 0))|x, 00) = Q(0|x, 00)— W(0|x, 0),
com Q(0|x,0p) = E(£°(0]x, 2)|x,00) e W(0|x,6y) = E(log(f(z|x,0))|x,6).

Para mostrar que ¢(0|x) > ¢(60|X), precisamos que
* Q(0]x,600) = Q(o|x, 6). Isto é verdade pela definicao do algoritmo.
°* W(0|x,00) < W(bo|x,6y). Precisamos mostrar que

E(log(f(z|x,0))|x,60) < E(log(f(z|x,60))|x,600) <

E <|o (f((z||x90))> ’x,a()) < 0



Pela desigualdade de Jensen, temos que

f(z|x,0) f(z|x,0)
: ('°g (x| 9°> 8 (E (f(e) * 9))
— log ( H21%.9) g1y eo)dz)

f(z|x, 6o)
= log(1)

= 0,

N

como queriamos.



Exemplo
Considere novamente o modelo Poisson com x; como dado faltante.

Podemos considerar o Algoritmo EM para encontrar as estimativas de
maxima verossimilhanga.

Precisamos calcular
E(éc(ﬂa T|Xa y)|ﬁ07 TO)7
na distribuicao de Xi|So, 7o, isto é, em (X1|Bo, T0) ~ Poi(71,0).

Passo E: Calculamos o valor esperado
Q(r,Blm0) = E((B,7|x,¥)|Bo, 7o)
c+ Z[—Ti + X log(7)] + Z[—ﬂﬂ + yi(log(B) + log())]

i=2 i=1
— T1+7'1’0|0g(7'1).

Passo M: Maximizamos a fungao Q(r, 8|1,0) em (7, 3).



Vimos que no caso de dados completos ((x1, y1), ..., (Xn, ¥n)),

f= TN
Bt

No caso de x; faltante, o algoritmo EM (Passo M) é dado por

n
pP7
i=1

x| <l

B= i=1,....n

I

B(me1)  EEEE—
Z Xi + T1,(m)
i=2
f','y(m+1) = M, /:2,...,/7
Bim+1y +1
Tr(met) = 7@’(”]) iy
Bim+1) +1

Ver arquivo exemplo_41.r



Basico de cadeias de Markov

Cadeia de Markov: sequéncia de variaveis aleatdrias que podem ser
pensadas como se evoluissem com o tempo.

A evolucéo no tempo se da com probabilidade de transigao do estado X,
para X,,1 dependendo de um ndcleo de transicao.

Nucleo de transigdo para Dy discreto,
ny: Pr(Xn+1 :y‘)(n:X)7 X,YGDx.

Ndcleo de transigéo para Dx continuo. Se K(.|x) € um ndcleo de transicéo,
entéo

Pr(Y € Alx) = /AK(y\x)dy.



Consideraremos cadeias de Markov construidas com nucleo de transigao
K(.|x) que é a funcéo de densidade de probabilidade condicional de X+ 1|Xs.

Exemplo
Uma sequéncia de varidveis aleatorias (X,) é dita um passeio aleatério se
Xnp1 = Xn+€n,

em que ¢, é gerado independentemente de X,, X,_1, ... Se a distribuicio de
€n € simétrica no zero, dizemos que temos um passeio aleatério simétrico.

e Continuo: Xp = 0, &5 ~ N(0, 62).
Ver arquivo exemplo_42.r
® Exemplo: Xo =0, Pr(en=—-1) =Pr(en=1) = %

Ver arquivo exemplo_43.r



Cadeia de Markov: dado um nucleo de transicdo K, uma sequéncia de
variaveis aleatorias Xo, X1, ..., Xp, ... € uma cadeia de Markov denotada por
(Xn), se, para qualquer k,

P(Xic+1 € Alxo, X1, ..., Xk) = P(Xir1 € AlXk)

Exemplo

A sequéncia Xo, Xi, ... gerados no algoritmo arrefecimento simulado
formam uma cadeia de Markov em que

. _ [ X*. comprobabilidade min{1,exp{lg(x") ~ g(xn)]/T}}
1= X, caso contrario.

Se T muda ao longo das iteragdes, entdo dizemos que a cadeia €
heterogénea no tempo.



Cadeias de Markov que possuem uma distribuicao estacionaria f sio tais
que se X, ~ f, entdo X,1 ~ f, quando o nudcleo de transicao K permite
movimentos em todo espago.

Nosso objetivo: usar cadeias de Markov para gerar amostras da
distribuigao f(x), de forma que f(x) seja a distribuicdo estacionaria da
cadeia. Em aplicagbes, pode ser uma posteriori: w(0|y).

Contudo, precisamos construir cadeias com certas propriedades para
alcancar esse objetivo. Por exemplo, a cadeia deve ser recorrente,
estacionaria, reversivel e ergética.



Recorréncia

Em um espago de estados finito Dx, um estado w € Dy € dito transiente se
o0 nimero médio de visitas a w é finito. E um estado é dito recorrente se o
namero médio de visitas a w € infinito.

Uma cadeia é dita recorrente se o nimero médio de visitas a um
conjunto qualquer A é infinito.

Exemplo
Considere o modelo autoregressivo de ordem 1, AR(1), dado por

Xo=0Xo—1+en, |0]<1 e en~RB(0,5°),

em que e, € uma sequéncia de variaveis aleatérias nao correlacionados com
média zero e variancia constante o2 < co. Além disso, ¢, deve ser ndo
correlacionado com X, para cada m < n.

As cadeias desse processo sao recorrentes.

Ver arquivo exemplo_44.r



Com o objetivo de gerar da distribuigao f(x), estamos interessados em
cadeias que explorem o espago de estados X, dessa forma, estamos
interessados em cadeias recorrentes.

Se além de recorrente a cadeia tiver recorréncia de Harris, entao
Pr(Xh € Alxo) = 1.

Essa propriedade garante que comegando a cadeia de qualquer ponto inicial
a distribuicdo estacionaria é a mesma.



Distribuic&o invariante

Dizemos que existe a distribuicao invariante f se a distribuicdo marginal de
X» ndo depender de n.

Essa propriedade é necesséria para que exista f tal que X1 ~ fse X, ~ f.

Se f é uma medida de probabilidade, dizemos que a distribui¢édo invariante é

estacionaria.

Exemplo

Considere o modelo autoregressivo de ordem 1, AR(1), dado por
Xo=0Xn_1+en, |0]<1 e en~N(0,0°).

Nesse caso, o nicleo de transicdo é N (0x,_1,0°) e essa distribuigéo é
estacionaria somente se |0| < 1.

No caso, || < 1 a distribuigdo N(0,02/(1 — 62)) é a Unica distribuigio
estacionaria do AR(1).



Cadeia reversivel

Uma cadeia de Markov é dita reversivel se a distribuigo de (Xp11| Xpi2 = X)
é a mesma de (Xn11|Xn = x).

Essa propriedade esta ligada a existéncia de uma distribuicao estacionaria f.

Condigéo balanceada detalhada

Uma cadeia de Markov satisfaz a condicao balanceada detalhada se
existe f tal que

K(xIn)f(y) = K(y[x)f(x), paratodo (x,y).

Essa propriedade expressa um equilibrio no movimento x - y ey — x. A
probabilidade de ir de x para y € a mesma de ir de y para x.

Considere uma cadeia de Markov com funcéo de transicdo K e que satisfaz
a condicdo balanceada detalhada, entdo

1. adensidade f é a densidade invariante da cadeia; e

2. acadeia é reversivel.



Cadeia ergotica

Para uma cadeia de Markov podemos perguntar qual seria o comportamento
para n — co.

Isto é, para onde a cadeia esté convergindo?
Um candidato natural é a distribuigdo invariante f.

Para cadeias recorrentes de Harris, com distribuigao invariante f, uma
particula o é ergotica se

lim K" (ala) — f(a)] = 0.



Acoplamento

Considere duas cadeias (X») e (Y») associadas com o nicleo K. Um evento
de acoplamento ocorre quando as duas cadeias se encontram em «, isto &,
o primeiro o tal que X, € a e Yn, € o. ApGs esse instante (X,) e (Ya) séo
idénticas.

Se mostramos que o tempo para o acoplamento é finito, a ergodicidade da
cadeia é satisfeita.

Teorema da ergoticidade: uma cadeia de Markov que é aperiddica,
irredutivel e recorrente positiva tem uma distribuicao limite.



Introducao a Monte Carlo via cadeias de Markov (MCMC)

Obijetivo: construir uma cadeia de Markov que tenha como distribuigao
estacionaria f(x).

Chamamos método de Monte Carlo via cadeias de Markov (MCMC) o
algoritmo para simular de f que usa uma cadeia de Markov (Xj) cuja
distribuigdo estacionaria é f.

Ajuda na inferéncia bayesiana para modelos altamente estruturados e
complexos. Neste caso, a distribuicao estacionaria seria 7(6|y).



Usando Monte Carlo

Suponha que temos uma amostra aleatéria (61, .. .,0u) gerados da
posteriori w(0]y).

Podemos usar Monte Carlo para estudar as propriedades dessa distribui¢ao.

Por exemplo, podemos calcular

M
E(0ly) = /07r(9|y)d9 ~ %Ze,.

§(0,975)
Intervalo de credibilidade de 0,95 (95%) / w(0|y)do
q(0,025)
M M
0,025 = Z q(0,025)) e 0,975= M; < q(0,975)).



Algoritmo de Metropolis-Hastings

Considere uma densidade condicional q(y|x) e uma densidade objetivo f(x).

O algoritmo de Metropolis-Hastings produz uma cadeia de Markov (X,)
através do algoritmo abaixo.

Algoritmo

1. Inicialize xx;
2. Gere x* com distribuicdo q(.|xx);

3. Tome
{ Xx*, com probabilidade «;
Xk+1 =

Xk, com probabilidade 1 — «,
em que
: f(x*)q(xk|x*) }
=min{1, .~ ——7~%.
¢ { FOw)a(x* %)
A densidade g é conhecida como densidade proposta e o como a
probabilidade de aceitacéo.



Algoritmo de Metropolis-Hastings

Por que o algoritmo produz uma cadeia cuja distribuicdo estacionaria é f(x)?

Veja Chib, S. and Greenberg, E. (1995), “Understanding the
Metropolis-Hastings Algorithm”, The American Statistician, 49(4), 327-335.



Exemplo
Considere a distribuicao

f(x) = cx P exp {—%} .

Suponha que se deseja simular uma amostra dessa distribuicdo paran=>5e
a = 4 usando o algoritmo de Metropolis.

Considere como densidade proposta a distribuigao 2/(0, 100).

A probabilidade de aceitagao do algoritmo é

—mi f(x*)
a = min {1, () } .
Suponha que a cadeia € inicializada em x = 1 e propde-se o valor x = 39, 82
(gerado da 14(0, 100)).

Entdo, « = 0,0007, isto é, a probabilidade de aceitar mover a cadeia de 1
para 39,82 é muito pequena.

Ver arquivo exemplo_45.r



Algoritmo de Metropolis-Hastings

Considere uma densidade condicional q(y|x) e uma densidade objetivo f(x).

O algoritmo de Metropolis-Hastings produz uma cadeia de Markov (X,)
através do algoritmo abaixo.

Algoritmo

1. Inicialize xx;
2. Gere x* com distribuicdo q(.|xx);

3. Tome
{ Xx*, com probabilidade «;
Xk+1 =

Xk, com probabilidade 1 — «,
em que
; F(x")q(xx") }
=minq 1, = ——=¢.
* { ) alx )
A densidade g(.|.) € conhecida como densidade proposta e « como a
probabilidade de aceitacéo.



Escolha da proposta

A escolha da proposta de transi¢ao q(.|.) é crucial para a implementacdo do
algoritmo de Metropolis-Hastings.
As propostas mais usadas sao:

® passeio aleatorio; e

® proposta independente.



Proposta passeio aleatério

Uma maneira pratica de construir um algoritmo de Metropolis-Hastings é
usar o valor de x em que a cadeia esta para propor um movimento da cadeia.

Isto é, considerar uma exploragdo da vizinhanga em torno do valor atual da
cadeia.

Note que a densidade proposta pode depender do valor atual da cadeia,
g(.|x«). Por exemplo, podemos considerar

X" = Xy + g,
em gue e uma perturbagao aleatéria simétrica em torno de 0.
Dessa forma, q(x*|xx) = g(|x* — x«|), isto &, g(.) é simétrica em torno de X.

A probabilidade de aceitagéo é dada por

a =min {1, ;(();;))} pois  q(x*|xk) = g(Xk|x™).

Note ainda que para f(x*) > f(xx) a proposta é automaticamente aceita.



Essa é uma proposta muito usada na pratica. Em geral, usamos a
distribuigdo normal como proposta.

Note que, neste caso, precisamos ajustar a variancia da distribuicéo.

e Se a variancia é pequena, aceitamos mais movimentos, porém os
movimentos séo lentos no suporte de X.

® Por outro lado, se a variancia é grande, aceitamos menos movimentos,
porém visitamos mais rapidamente o suporte de X.



Exemplo
Suponha que queremos uma amostra de uma mistura de normais bivariadas,

f(Xx) =0,7¢(X|py, X1) + 0,3¢(X| 15, X2), cOmM

10,7
= (45", p,=(0,7,35",% = (077 1 ) ©

1 -0,7
22*<—o,7 1)'

Suponha que ndo sabemos fazer isto diretamente (Monte Carlo simples).

Considere um algoritmo de Metropolis-Hastings com proposta de passeio
aleatorio, ,
X"~ Np(xU=1 W),

para alguma matriz de covariancias W adequada.

Ver arquivo exemplo_46.r



Cadeias independentes

Nesse caso, a proposta ndo depende do valor da cadeia no passo anterior,
q(x|xc) = 9(x).

Note que ainda temos uma cadeia de Markov porque a probabilidade de
aceitacdo em cada passo depende do passo anterior,

)06
o =min {" ) g(x") } '

Propostas que considerem a forma da distribuicdo de interesse terdo
vantagens nesse caso. Por exemplo, aproximagdes pela normal.

Exemplo (continuacao)
Agora, utilizaremos uma proposta independente A'(u, ) com pu = (3,5)7 e
> =20.

Ver arquivo exemplo_47.r



Exemplo
O total de n animais s&o divididos em 3 categorias y = (y1, 2, ¥3) ' com
probabilidades (0,25(2 + 6); 0,5(1 — 6), 0,250).

Temos a fungéo de verossimilhanga
f(y|0) oc (2+0)"(1 — 6)20", 6 € (0,1).

Considere a priori # ~ 4(0,1). Observou-se y = (125, 38, 34)". Como
encontrar a distribuicao a posteriori de 6?
® Consideraremos Metropolis-Hastings com proposta independente
Uu(0,1).
Ver arquivo exemplo_48.r
e Sabemos que 0 € (0,1). Como usar uma proposta passeio aleatério

nesse caso?
Ver arquivo exemplo_49.r

Faremos 0 = exp{¢}/(1 + exp{{}) e & = Iog(@/cs; —6)) com

o d¢ a9 exp{é}
& ~ N, V). Note que > 9(1_e)ed£_(1+exp{f})2'



Exemplo

Acredita-se que a temperatura afeta a probabilidade de falha de um
componente de foguetes. Por exemplo, acredita-se que em um acidente de
1986 a falha ocorreu devido a uma temperatura muito abaixo de 0 graus.

Considere o modelo de regressao logistica para a probabilidade de falha
dessa componente,

o . - exp{B1 + Baxi}
(vilmi) ~ Ber(m) com ;= 1+ exp{B1 + Boxi}

Considere distribui¢ao a priori A'(0,100) para ambos os parametros, 31 € Sz,
independentemente.

Como usar o algoritmo de Metropolis-Hastings com proposta de passeio
aleatdrio para obter uma amostra da posteriori de (81, 82)?

Ver arquivo exemplo_50.r



Algoritmo de Gibbs

E um esquema de Monte Carlo via cadeias de Markov em que a proposta de
transicao é a distribuicao condicional completa.

No algoritmo de Gibbs as propostas sdo sempre aceitas.

O teorema a seguir nos diz que ter as distribui¢des condicionais é suficiente
para recuperarmos a distribuicdo conjunta.

Dessa forma, ao invés de gerar valores de uma distribuicdo conjunta,
podemos gerar valores das condicionais.

Teorema
A distribuicdo conjunta associada com as densidades condicionais fi(y|x) e
(xly) e f(y1)
fX, — L
G =iy

f(xly)



Nucleo de transicao

Sob certas condigdes podemos mostrar que a distribuicio estacionaria do
nucleo de transigao abaixo é a densidade conjunta de f(x, y),

K((x, ), (X', y")) = 5 [X) (X ly).
Estamos interessados na distribuigéo f(x) com x = (x1,...,Xp) .
Cada componente de x; pode ser um escalar, um vetor ou uma matriz.

Suponha que as distribuicdées condicionais completas estejam
disponiveis:

f(xilx—i), i=1,....p,
emaque X_;j = (X1,...,Xi—1,Xis1, ..., Xp) .
A ideia é que gerar de f(x;|x_;) € menos custoso (computacionalmente) do
que gerar da conjunta f(x).



Algoritmo de Gibbs

Algoritmo
1. Inicialize x©@ = (x ..., x)T.
2. Amostre de cada condicional completa iterativamente:
2.1 x(/) com densidade f(x1|x -V 0_1))
2.2 x(’) com densidade f(x2|x1 ,xg 1), g 1)),
2.3 x(/) com densidade f(x3|xU), (2), U= 1) . 071)); e
2.4 assim por diante até xg) com densidade f(xp|x1 e ,xg)_1 ).

Atencao: cuidado com os indices!

O algoritmo de Gibbs é equivalente a composicao de p algoritmos de
Metropolis-Hastings com probabilidade de aceitacao igual a 1.



Exemplo

Seja X um vetor aleatério d-dimensional com distribuigdo normal
(multivariada) com parametros p e X. Entéo, a funcdo de densidade de
probabilidade é dada por

) = (20) 7 e { g (- ) T (k- xe R
em que u € RP e ¥ é uma matriz positiva definida. Sejam

{“‘], dimensdes { qx1 }7 e

N 7S (p—q)x 1
_ |En X : = axq ax(p—q)
= {221 222} ,  dimensGes [(P— qQxqg (p—q)x(p-1)]"

Entao, (X1|X2 = &) ~ Ny(fz, X), em que

B=p+ Ty (E—p,) e T=Xu— T, T

Ver arquivo exemplo_51.r



Exemplo
Considere o modelo

Vil @) ~ N, 07", i=1,...,n,
para (u, ¢) desconhecidos.

Se considerarmos a distribui¢éo a priori

b
©~N(0,72) e ¢~g(%,3"),

entdo as distribuigdes condicionais completas séo

n+a bo+ Y0, (v — p)?
(Bly,p) ~ g( 5 5

(uly,9) ~ N(067),
com 6% = (ng + 7,2) "' e € = nyps°.

Ver arquivo exemplo_52.r



Exemplo

Sejay = (y1,...,¥s)" uma amostra aleatéria da Poisson. Acredita-se ter um
ponto de mudanga m - que é desconhecido - entre as n observagoes.

Seja (y1, ..., ym) tal que yi ~ Poi()).
Seja (Ym+1, - - -, yn) tal que yi ~ Poi(¢).
Os paréametros do modelo séo (A, ¢, m).

Objetivo: dada a amostra, obter a distribuicao a posteriori para os
parametros de interesse, isto é,

Assumimos que (A, ¢, m) sdo independentes a priori com

A~ G(ab),
¢~ 9(07 d) e
f(lm) = para m=1,...,n—1.

n—1



A distribuigdo a posteriori &
f(\ ¢, mly) o f(y|A, ¢, m)E(X, &, m)

{H f(yfk)} [ I1 f(}’i|¢):| f(Ala, b)f(¢lc, d)f(m)

i=m+1

x )\a+s1(m)—1¢c+sz(m)—1 exp{—(b+ m))\ _ (d+ (n_ m))¢}7

emaque si(m) =", yies:(m) =31,V

Neste exemplo, a posteriori conjunta é complicada, porém as distribuigcbes
condicionais completas sdo relativamente simples:

()‘|y7¢7m) ~ g(a+31(m),b+m)
(¢|y7/\7m) ~ g(c+32(m),d+nfm)

f(my,\,¢) = %, para m=1,....,.n—1,
j=1

em que g(m) = A%(M=™ expm(p — \)}.

Ver arquivo exemplo_53.r



Implementag&o: obtendo a amostra

Uma maneira de obter uma amostra de tamanho N da distribuicéo a
posteriori € considerar N cadeias independentes comegando de pontos
diferentes.

Se todas as cadeias tém indicios de convergéncia a partir da iteragdo M,
pegamos o M-ésimo valor de cada cadeia i para compor a amostra.

Neste caso, precisaremos de N x M geragdes das cadeias conjuntamente.

Outra opgéao é considerar uma Unica cadeia e obter N pontos apéds indicios
de convergéncia (na M-ésima iteracéo).

Neste caso, precisaremos de N + M geragdes da cadeia. Neste caso é mais
eficiente do que N x M geragoes.



Implementag&o: autocorrelacao

No caso de uma Unica cadeia tomamos N valores apds os indicios de
convergéncia, mas os valores gerados nao sao independentes.

Para obter valores que sejam menos autocorrelacionados, podemos tomar
uma observagéo a cada k valores gerados da cadeia.

Dessa forma, precisaremos de M + kN valores gerados da cadeia. O que
ainda é mais eficiente do que N x M geragbes usando N cadeias
independentes.

Uma outra opgao é usar um numero pequeno (R) de cadeias independentes
e apods os indicios de convergéncia tomar um a cada k valores gerados.

Precisaremos gerar R(M + kN/R) = RM + kN valores das cadeias.
Em cada exemplo a seguir, verificar a funcao de autocorrelacao (ACF).
Ver arquivo exemplo_54.r

Ver arquivo exemplo_55.r



Implementagao: cadeias paralelas?

Usar R cadeias paralelas é de forma geral computacionalmente muito
ineficiente.

Muitas vezes sera necessario usar algumas cadeias em paralelo.

Para ser prudente, podemos usar poucas cadeias paralelas. Se elas se
misturam em torno de um valor, entdo é “seguro” usar uma Unica cadeia.

Contudo, se modas locais séo visitadas em alguma(s) da(s) cadeia(s)
significa que precisamos de longas cadeias e o0 uso de algumas cadeias em
paralelo é recomendado.

Ver arquivo exemplo_55.r



Implementagédo: amostragem em blocos

Para obter amostras da distribuicdo de um vetor x podemos usar um unico
bloco ou arranjar os parametros em blocos.

Por exemplo, se amostramos x; individualmente temos blocos
unidimensionais.

Blocos maiores permitem movimentos em diregbes mais variadas.

Se os parametros sdo muito correlacionados, devemos amostra-los em um
Unico bloco.



Implementagéo: convergéncia

Vimos que um valor da distribuicdo estacionaria € obtido para o nimero de
iteracdes indo para infinito.

Na pratica consideramos um nimero grande de iteragées.
Quando devemos considerar que temos um numero grande de iteragdes?

Chamaremos de aquecimento (burn-in ou warm-up) o periodo até obtermos
indicios de convergéncia da cadeia.

Nem sempre é facil verificar se a “convergéncia” foi obtida.
Implementacao: quando parar?

Algumas questbes importantes que devem ser levadas em consideragao:

e Estacionariedade: estamos explorando todo o dominio da distribuigao
de interesse?

e Estimagao: somos capazes de estimar os parametros de interesse dada
uma certa precisao?



Implementagéo: convergéncia

Podemos verificar convergéncia de duas formas:
1. estudando caracteristicas tedricas da cadeia e verificando se ela esta
proxima da distribuicdo objetivo.
2. estudando a cadeia sob o ponto de vista estatistico. Isto é, estudando
as caracteristicas da cadeia observada.
Pelo Item (2), podemos obter métodos praticos de verificar “convergéncia” .
Porém esta néo é garantida, pois analisamos apenas a cadeia observada e
nao as caracteristicas tedricas.

Implementagéo: verificagdo informal

Indicios de convergéncia podem ser verificados usando vérias cadeias em
paralelo.

Média, desvio padréo, etc. devem se manter os mesmos em todas as
cadeias para que isto se caracteriza como os indicios de convergéncia.

Se as sequéncias dos valores gerados para cada variavel nas varias cadeias
se mantém em torno de valores constantes (niveis), entao diremos que a
cadeia tem indicios de convergéncia (a cadeia convergiu).



Implementagéo: tamanho do aquecimento

Raftery e Lewis (1992) propuseram um método para estabelecer o tamanho
da cadeia (periodo de aquecimento) até os indicios de convergéncia.

O método sugere o valor de M (aquecimento), a defasagem k (tomamos
uma observagao a cada k iteragbes) e N (tamanho da amostra para obter
certa precisao na estimacédo de Monte Carlo).

O método é baseado em exigir que
Pr(lg—ql<r)=s

tal que g = Pr(¢(x) < u).
Ver arquivo exemplo_56.r

Ver arquivo exemplo_57.r



Métodos formais de convergéncia

Considere uma fungéo ¢ = f(x).
A trajetéria ¢V, ..., %) forma uma série temporal.

Considere uma série com tamanho K = M + N e médias

M+ng

- _ 1 0

d)a - fTaZ ¢
J=M+1
1 M+N

= o L ()

o = o > o
Jj=M+N—np+1

Temos ¢, e ¢, como as médias do comego e do fim da série apos
convergéncia (em M) e na+ np, < N.



Métodos formais de convergéncia

Usando o teorema central do limite, temos que
Zg= % ~N(0,1).
V(¢a) + V(o)
Entéo, o valor observado de Z; ndo deve ser grande no caso de
convergéncia da série.

Valores grandes indicam que ainda nao temos indicios de convergéncia da
cadeia.

Uma sugestéo considera t(x) = —2log(f(x)), na = 0,5ne n, = 0,1n.
Ver arquivo exemplo_56.r

Ver arquivo exemplo_57.r



Teorema fundamental da simulagao

Considere a ideia que esta por tras de varios métodos de simulagéo tais
como rejeicdo e amostragem da fatia (Slice Sampler). Podemos reescrever a

densidade objetivo f(x) por
f(x)
f(x) :/ 1du,
0

isto &, f(x) é a densidade marginal da conjunta de (X, U) em que

(X, U) ~U{(x,u): 0<u<f(x)}

f(x)
f(x) = /Iof duf/ 1du.
0

A variavel U é chamada de variavel auxiliar, criada artificialmente para
facilitar a geragéo de varidveis aleatérias com distribuigao f(x).

Dessa forma

Para gerar X com funcéo de densidade de probabilidade f(x) basta gerar da
conjunta de (X, U).



Para isto usamos uma cadeia de Markov, via algoritmo de Gibbs, que gera
valores de (X|U) e de (U|X) tais que
XU=u) ~ U(x

u < f(x))
UX=x) ~ Uu: u<f(

x))-
Os valores gerados séo obtidos da distribui¢géo conjunta de (X, U).
Teorema

Gerar X com fungao de densidade de probabilidade f(x) é equivalente a
gerar (X, U) ~U{(x,u): 0<u<f(x)}.

Movemos a cadeia fazendo um movimento no eixo u. Depois, fazemos um

movimento no eixo x.

Apds gerar n pares (x;, u;), basta considerar somente os valores de
X1, ..., X, como amostra da marginal de X.
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Figura 12: Comportamento da amostragem da fatia.

Esse método gera valores somente da distribuicdo uniforme.
Nenhum valor é rejeitado.

Ideia: gerar valores sob a curva baseados em uniformes.



Suponha uma distribuicdo f(x) unimodal.
Algoritmo

1. Fazer i = 0 e inicializar com xo;

2. Fazeri=i+1eqgerary; de (0, f(xi—1));

3. Gerar x; de U(cij, C2) em que y; = f(cii) = f(C2i);
4. Repetir N vezes os Pe}bssos 2e3.
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Figura 13: Comportamento da amostragem da fatia.

Ver arquivo exemplo_58.r



Exemplo

Desejamos obter uma amostra da (0, 1) truncada no (0, 1) via
amostragem da fatia. A funcédo de densidade de probabilidade é dada por

£(x) = %, x € (0,1).

1.2

/

T e

f(x)
0.6

0.0

— T T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
X

Figura 14: Comportamento da amostragem da fatia para normal truncada.



Dado y, precisamos calcular « tal que f(x) = y:

K= \/2 {Iog(y) + % log(27) + log(®(1) — ¢(0))|.
Note que 0 < k < 1.

Algoritmo
1. Fazer i = 0 e inicializar com Xxp;
2. Fazeri=i+1egerary de (0, f(xi—1));
3. Gerar x; de U(0, min(k;, 1)).
4. Repetir N vezes os Passos 2 e 3.

Ver arquivo exemplo_59.r



O OpenBUGS

e Bastante amigavel desde o ponto de vista do usuario;

® OpenBUGS disponivel no sitio ;

e E uma ferramenta ideal para a modelagem;

® Permite mudar a especificagéo da distribuicdo a priori de forma simples;
® Em algumas aplicagbes a convergéncia pode ser lenta.

Antes, utilizamos o WinBUGS disponivel ;


https://www.mrc-bsu.cam.ac.uk/software/bugs/openbugs/
https://www.mrc-bsu.cam.ac.uk/software/bugs/the-bugs-project-winbugs/

O entorno do OpenBUGS

6 OpenBUGS (=]
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Exemplo
Considere o modelo de regressao linear multiplo dado por:

Ve = Bo + Bixit + BaXor + -+ BoXpt + €1, et ~N(0,6°), t=1,2,...,n.

A distribuicdo a posteriori € dada por:
_n 1
18, 0%y) o< (0*) "*exp {—@(v ~XB)"(y — XB) [ £(8,0%),

em que f(8, 02) é a distribuigdo a priori, y = (y1,...,¥n) , X = (X1,..., Xp),
Xi = (X,'1,...,X,‘,7)T, e,B = (50,51,...,ﬂp)T.
Dados artificiais gerados do seguinte modelo:
Yo =00+ BiXit+ BeXer + e, t=1,2,...,n,
com By =1,0,81 = 5,0, > = —8,0, 0> = 0,25 e n = 1000.

O OpenBUGS trabalha com a precisdo ¢ = 1/0°.



O modelo em codigo BUGS

:8: OpenBUGS - [Regressac]

5 o)

E] File Edit Atributes Tools Info Model Inference Doodle Map Tet Window Examples Manuals Help

_[&]x

# Modelo de regressao

model {
#

# funcao de verossimilhanca

for( t in 1 : 1000) {
m[t] <- beta0 + betal * X1[t] + beta2 * X2[t]
y[t] ~ |dnorm(m[t],tau)

distribuicao a priori

B e

tau ~ dgamma (0.01,0.01)
beta0 ~ dnorm( 0.0,1.0E-6)
betal ~ dnorm( 0.0,1.0E-6)
beta2 ~ dnorm( 0.0,1.0E-6)
#
sigma2 <- 1/tau
#

saved




Opcoes basicas do OpenBUGS

1. Model— Specification...

2. check model
Verificar por model is syntactically correct

3. load data
Verificar por data loaded

4. compile
Verificar por model compiled

5. load inits ou gen inits
Verificar por initial values generated, model initialized

6. Inference— Samples...
7. Model— Update...



3 OpentlGS [T
Fie Edt_Aurbutes Tooks o WModsl Infeence Doodls Map Ter Window Gamples_Wanuals_Fiep
) Regressao s E=

aun xeq)

13 -1.0427 -0.6925
~0.1839 1.12a7

# Modelo de regressao

model{ Z0.6686 -1.9678
-1.0044 -1.6443
0.1368 -0.1098

los6a

L1518

# funcao de verossimilhanca

for( t in 1 : 1000)
m[t] <- betad + betal * X1[t] + beta2 * X2[t]
ylt] ~ dnorm(m[t],tau)

}
#
# distribuicao a priori
#

tau  ~ dgamma(0.01,0.01)
betad ~ dnorm( 0.0,1.0E-6)
betal ~ dnorm( 0.0,1.0E-6)
beta2 ~ dnorm( 0.0,1.0E-6)

# .
sigma2 <- 1/tau 0.4429
#

¥ ~7.8382 0.0416 1.0017

pEwEEE el

e e
b [ | o4 oo ™ 5[
H

(el (=]

[osam |

rumof chans [2

o [T et 50000

[overrelax

4 ucen . aian valsr.spe start s
0.01506 1.206E-4 0.9797 1.009 1.038 10001 16000 o
betal 5.014 0.0147 1.1435-4 4.966 5.014  5.043 10001 16000
beta2 -7.973 0.01499 1.2215-4 -8.002 -7.973 ~7.943 10001 16000
signa2 0.2269 0.01025 8.414B-5 0.2079 0.2266 0.2478 10001 16000




Resultados

18 Node statistics =8 E=R ==
mean sd MC error val2.5pc median wval97.5pc start sample i
betal 1.009 0.01506 1.206E-4 0.9797 1.009 1.038 10001 16000
betal 5.014 0.0147 1.143E-4 4.986 5.014 5.044 10001 16000
beta2 -7.973 0.0149%% 1.221E-4 -8.002 -7.973 -7.944 10001 16000
sigma2 0.2269 0.01025 8.414E-5 0.2079 0.2266 0.2478 10001 16000

Parametro | Média D.P. 2,5% Mediana 97,5%
Bo 1,009 0,0151 0,980 1,009 1,039
B 5,014 0,0147 4,986 5,014 5,043
B2 -7,973 0,0150 -8,002 -7,973 -7,944
o2 0,227 0,0103 0,208 0,227 0,248

Ver arquivos regressao.odc e dados_regressao.txt



Resultados

Posterior density
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Exemplo
Considere o seguinte modelo de regressao logistica:

fyi=wlB) = m(1-m)""* w=0,1

logit(m) log <L) = Bo + BiXxit + BaXet + - -+ + BoXpt,

1—71'1

parat=1,2,...,ne B = (80,51,---,5) -
A distribuicdo a posteriori € dada por:

(Bly) o exp {Z [yix[ 8 log(1 + exp{x/ B})] } (),

t=1

em que f(3) é a distribui¢ao a priori.
Dados artificiais gerados do seguinte modelo:

f=wlf) = ='(1-m)'", w=01
|Ogit(7{'[) = 6O+51X1I+62X215 t:1525"'7n7

com By =0,3,61=0,56=-0,7en =100.



O modelo em codigo BUGS

18 OpenBUGS - [Script_Reg_Logistica_2] [E=EE
E] File Edit Attrbutes Tools Info Model Inference Doodle Map Text Window Examples Manuals Help |_ | &) x

# Modelo de regressao logistica

model {

# funcaoc de verossimilhanca

for( t in 1 : 100 ) {

logit(pi[t]) <- betaO+betal*X1[t]+beta2*X2[t]
y[t] ~ dbern(pil[t])

}

# distribuicao a priori

beta0 ~ dnorm( 0.0,1
betal ~ dnorm( 0.0,1.0E-6)
beta2 ~ dnorm( 0.0,1

}

# Valores iniciais

list(betaO= 0.01,betal= 0.02,beta2= 0.01)
list(beta0=-0.01,betal=-0.02,beta2=-0.01)

saved




Resultados

18 Node statistics EI@

node mean sd MC error 2.5% median 97.5% startsample
betal 0.5421 0.2313 9.348E-4 0.0949%50.538% 1.002 1000160000
betal 0.5643 0.2165 8.858E-4 0.1556 0.5602 1.005 1000160000
betaz -0.7071 0.2471 9.766E-4-1.214- 0.7007-0.242510001 60000

Parametro Média D.P. 2,5% Mediana 97,5%
Bo 0,5421 0,2313 0,095 0,539 1,002
Bi 0,5643 0,2165 0,156 0,560 1,005
B2 -0,7071 0,2471 -1,214 -0,701  -0,243

Ver arquivos regressao_logistica.odc e dados_regressao_logistica.txt



Exemplo
Considere o seguinte modelo de volatilidade estocéstica:

»n = eXp{h[/2}Ez, Et ~ N(O, 1)
hh = a+¢(h—1—a)+w, wi NN(O702),
parat=1,2,..., T. Temos que

e y; € o retorno composto, y; = log(P:) — log(Pr—1);
e h: é alog-volatilidade;

e « € 0 intercepto (constante);

e ¢ é 0 parametro de persisténcia; e

e o2 é a variancia das log-volatilidades.



A distribuicao a posteriori € dada por

T T
f(a, ¢,0% hily) o [Hf(y,h,)] {Hf(hdhrua,aﬁ,ﬂz)

t=1 t=2

X f(h1|a,q§,02)f(oz,¢,02),
em que f(a, ¢, 02) é a distribuigao a priori.
Em geral, assumimos que f(a, ¢, 0%) = f(a)f(¢)f(o?).

Temos a restricdo |¢| < 1. Vamos impor que 0 < ¢ < 1.



A distribuicao a priori é dada por:

0_2
mo V()
~ N (0;0,0001)

(0%
¢ ~ Beta(20;1,5)
o® ~ 7IG(2,5;0,025).

No algoritmo de Gibbs, temos que

(a‘¢1027h1:T7y) ~ N(aavbi);

(#la, 0% hit,y) ~ Desconhecida, Metropolis-Hastings;
(o%|a, ¢, heryy) ~ IG(cr.do); e

(hi1]a, ¢,0%y) ~ Desconhecida, Metropolis-Hastings.



Comentarios:

e Gerar uma amostra da condicional de hy.1 pode ser feito usando o
OpenBUGS.

® Vocé ndo precisa programar nada, porém a convergéncia pode ser
lenta devido a amostragem de cada um dos h; ser feita separadamente.

® Para evitar autocorrelagbes altas dos sucessivos estados podemos
gerar uma amostra da condicional de hy.t usando um algoritmo em
blocos.

e |sto melhora a convergéncia do algoritmo, porém vocé tem que escrever
0 codigo em uma linguagem de programacao.



Retornos do Reino Unido
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Figura 15: Retornos semanais do Reino Unido de 6/jan/2000 a 28/jan/2010 (T=526).



O modelo em codigo BUGS

Bl e e

f
# Modelo de volatilidade estocastica

model({
for (t in 1:526){
eta[t] <- exp(-h[t])
y[t] ~ dnorm(0.0,eta[t])
}
for (t in 2:526) {
mu[t] <- alpha + phi*(h[t-1]-alpha)
h[t] ~ dnorm(mu[t],tau)
}
hl1l] ~ dnorm(mu[l],tau0)
alpha ~ dnorm(0.0,0.0001)
phi ~ dbeta(2.5,1.5)
tau ~ dgamma(2.5,0.025)
sigma2 <- 1/tau
mu[l] <- alpha
tau0 <- tau*(l-pow(phi,2))
}

# Valores iniciais

list (alpha=0.0,phi=0.95, tau=1.0)
list (alpha=-0.1,phi=0.99,tau=0.5)




Resultados

i8: Node statistics E@

node mean sd MC error 2.5% median 97.5% startsample =
alpha -15.08 0.7701 0.006645-1 6.42-1 5.059-1 3.63 1000118000
phi 0.%61 0.01%214.85E-4 0.%165 0.%638 0.%%1 1000118000
sigmaZ2 0.24140.110% 0.00363 0.08334 0.220% 0.51481000118000

Parametro | Média D.P. 2,5% Mediana 97,5%
«a -15,08 0,7701 -16,42 -15.09 -13,63
10) 0,961 0,0192 0,917 0,963 0,991
o2 0,241 0,1109 0,083 0,221 0,515

Ver arquivos volatilidade_estocastica.odc e dados_UK.txt



Programas alternativos

Podemos utilizar o pacote R20penBUGS do programa R.

Ver arquivo exemplo_60.r

Uma alternativa € o JAGS, disponivel no sitio mcmc-jags.sourceforge.io.
Podemos utilizar o pacote rjags do programa R.

Ver arquivo exemplo_61.r

Outra alternativa é o Stan, disponivel no sitio mc-stan.org.

Podemos utilizar o pacote rstan do programa R.


https://mcmc-jags.sourceforge.io/
https://mc-stan.org/

Escolha de modelos

Suponha que existam pelo menos dois modelos paramétricos para um

mesmo conjunto de dados (y1, ..., ¥n)-

Por exemplo,
e (Vilp, 0®) ~ N(p1,0%), independentes, i=1,2,...,n; ou
o (Vilu,o?,v) ~ t,(u,0?), independentes, i =1,2,...,n; ou

e (Vilu,7) ~ LP(u,7)?, independentes, i=1,2,...,n.

Nestes casos, as inferéncias estariam completas quando obtivermos cada
uma das distribuicdes a posteriori dos parametros desconhecidos.

Contudo, qual seria o modelo mais adequado para os dados?

2Laplace



Introducao

Considere um modelo para um conjunto de dados y. Podemos calcular a
funcao (de densidade) de probabilidade preditiva dada por

(y1am) = | iylo. Mol r)de.
Se 0 tiver componentes discretas, entdo a integral se transforma em
somatorios adequados para estas variaveis.

Note que f(y|.M) é a constante de normalizacédo da densidade a posteriori
de 0, f(0|y, M).

A fungéo (de densidade) de probabilidade preditiva pode ser vista como a
“funcao de verossimilhanca” do modelo M.

Portanto, pode ser utilizada para fazer inferéncia sobre a escolha de um
modelo.



Inferéncia para o modelo

Considere o problema geral de escolher um modelo dentre J possiveis dado
um conjunto de dados observados y.

Atribua probabilidades a priori para cada modelo possivel:

f(My), ..., f(My),

J
tal que »  f(M;) =1.

=1

Uma abordagem direta é estimar a probabilidade a posteriori dos modelo.
Nesse caso,

fyI M) (M)

J ?
> H(yIM)F(M;)
i=1
em que f(y|M,) é a fungdo de verossimilhanga marginal para os dados sob
0 modelo M,;.

f(Myly) =



Calculo da preditiva

Para o modelo M}, nosso principal interesse é calcular

f(y|M,):/@f(y|9,M,-)f(0\M,-)d9.

Em muitos casos, a expressao da preditiva ndo pode ser obtida
analiticamente devido a complexidade da integral acima.

Nestes casos, usamos métodos aproximados para obter a preditiva do
modelo M;.

Consideraremos o método de Monte Carlo para aproximar a preditiva de
interesse.

Em alguns casos, utilizaremos amostras da posteriori de € obtidas usando
Monte Carlo via cadeias de Markov para obter aproximagdes da preditiva de

y.



Aproximac&o usando a distribuicdo a priori

Considere um modelo M. Temos que a preditiva é dada por
(y1m) = [ Htylo. m)icolrn)de.

Note que podemos escrever
f(y|lM) = E(f(yl6, M)),
sob a distribuicdo a priori de 6.

Aproximagao baseada na distribuigéo a priori:
N
f(ylm) = Z (vo?,

emque 8, ... 6™) sdo gerados da distribuigao a priori f(8|M).



Exemplo
Considere y1, .. ., ¥, com distribuicdo exponencial com parametro 6,

f(yil0) = Oexp{—0byi}, para y;>0.
Para a distribuicdo a priori 8 ~ G(a, b), temos que a preditiva é dada por

_T(n+a) b?
"W="ray bt

Podemos usar a aproximagado baseada em geragdes da distribui¢cdo a priori:
e Gerar 0", ..., 6™ da G(a, b).
e Calcular L(0%®|z) = (%)) exp{—6® ny}, parak =1,..., N.

N
* Calcular 7,(y) = lN S LE®]y).
k=1

Ver arquivo exemplo_62.r



Estimador média harmonica

_ flylm)  Hyl6, M)
t = Lyl < Ryl @M

f(y\M)/(an(BW,M)dO =

v = | [ Wf(ey,M)de}1

O estimador de média harménica é dado por

N —1
nyw M)] ’

B(y|M) =

i=1

em que 80, ... 8™ sao gerados da posteriori de 6.

Note que um valor muito pequeno da fungao de verossimilhanga tem grande
efeito sobre o estimador, tornando-o muito instavel.

Ver arquivo exemplo_63.r



Amostragem por importancia

Estimador de Monte Carlo para /:

N

Z g(X)

=1

Considere uma alternativa que garante variancia finita do estimador /:

N

\ f(xi)
- _ ;h(X')Q(X«‘)

Note que, neste caso, estamos substituindo N por Zf; f(x;)/g(xi), que é a
soma dos pesos.

Como Z,"; f(xi)/9(x;) — 1 quando N — oo 0 estimador » — I pela Lei
Forte dos Grandes NUmeros.



Outro estimador

Os problemas de f; e f> sdo “opostos”, de forma que uma solugéo é
considerar uma mistura das duas propostas.

Omitindo a dependéncia sobre o modelo M, temos que

N

- —1
> fy18M)w(6?) S f(yle®) [st(y) + (1 - 6)f(y1?)]

hy) = = . _ =t . : 7

3 w(e®) 3 [ (1 8)f(y|6" )]

i=1 i=1
em que

. ()
) P— G0 R—
SHOY + (1 —8)f(0Vy)

& é 0 peso da mistura e deve ser pequeno, e 817 ... 6 sdo gerados da

mistura 6£(8) + (1 — 5)f(6")|y).

Note que o estimador depende de f(y) que é desconhecido. Solugdo?



Algoritmo iterativo

1. Inicializar?s(o)

2. Gerar §N valores da distribuicdo a priori e gerar (1 — §)N valores da
distribuicao a posteriori.

3. Parajde 1 até J fagca

> f(y1e) [67 V() + (1 - )f(y1e™)]|

i=1

Py)="="— -
> [o8 @) + (1= 9)iy1e)]

i=1
O algoritmo termina para um namero maximo de itera¢des J.
Note que precisamos gerar amostras da priori e da posteriori.

Ver arquivo exemplo_64.r



Amostragem por ponte (bridge sampling)

Considere uma fungéo «(@), chamada “ponte”. Dai, temos a relagéo:

110)(0) 4y _ [,
/ a(0)g(0) "L ao - / (6)9(6)1(6]y)d6

Entao,
[ a@xrerriyioraords
fly) =
[ ateratericeyd
Considere (6"),..., ™)) uma amostra da posteriori e (8", ..., 8" ') uma

amostra de g(0).
O estimador por “ponte” (bridge sampling) € dado por

Nl Za(é”’v(é‘”)f(y\é”))




Estimador por ponte 6timo

O estimador que minimiza o erro quadratico médio (EQM) tem

N
N f(8]y) + N2g(6)

Defina s1 = Ni /(N1 + N2) e s, = No/(Ny + Nz). Defina

a(0) =

foMfyle?)y - 1@")i(yle")
T N =/ N
a(6”) a(6”)

O estimador com erro quadratico médio minimo é dado por

[31 wj + st y)}
f(y) =

’

—1

Ny
N 2
ﬁ: [sw, + sof y)]

e estima f(y).

Ver arquivo exemplo_65.r



Estimador gama deslocado

Outra proposta é conhecida como “estimador gama deslocada”.

Nessa proposta, as saidas de Monte Carlo (via cadeias de Markov) sdo
utilizadas para calcular a sequéncia de valores da log-verossimilhanga
{x: k=1,...,n} e adistribuicdo a posteriori das log-verossimilhangas é
dada por

emax - Ek ~ g(a, >\)7

em que ¢max € 0 maximo da log-verossimilhanga, « = d/2 com d sendo o
numero de parametros do modelo e A < 1. Na pratica, A é proximo de 1.



Combinando a identidade da média harmoénica

fL = Eq|y (;) ;
) f(y16)
com a distribuicdo gama para fmax — ¢k, temos
log f(¥) = £max + aclog(1 — ).
Em geral, ¢nax n&0 € conhecido, entdo
Umax = max{f + sﬁ,&(},

é utilizado, em que ¢ + s2 é o estimador de momentos de £max, € £ e s2 sdo a
média e variancia amostrais de /x, respectivamente.

Assim, temos que

~

B(y) = exp {Zmax +alog(1 — )\)} .

Ver arquivo exemplo_66.r



Fator de Bayes

O problema de escolher modelos também pode ser visto como um problema
de testar hipéteses.

Por exemplo, podemos usar o Fator de Bayes para medir a probabilidade a
posteriori relativa dos modelos de interesse.

Se consideramos dois modelos M e Mo, entdo o Fator de Bayes ¢ definido
por
_ flylM4)

f(y| Mo)
O Fator de Bayes resume a evidéncia fornecida pelos dados em favor de um
modelo contra o outro.

Bio

E usual considerar 2 vezes o log do Fator de Bayes, pois nesse caso temos a
mesma escala da estatistica do teste da razao de fungdes de
verossimilhancgas.



Fator de Bayes na pratica

Suponha que

Hy : o modelo escolhido deve ser o Mo;
H; : o modelo escolhido deve ser o M;.

Abaixo, segue um guia para interpretagcao do Fator de Bayes Bj, que é a
evidéncia em favor do modelo M contra 0 modelo M.

2log(Bio) Bio Evidéncia contra Hp
0a2 1a3 N&o merece ser muito comentada
2a6 3a20 Positiva
6a10 20 a 150 Forte

>10 >150 Muito forte




Exemplo
Suponha que queremos comparar 2 modelos:

Mo: ¥y~ LN(u,0%)
My ng(ﬁ).

Podemos calcular a preditiva f(y) para cada modelo e obter o fator de Bayes.

Ver arquivo exemplo_67.r



Modelos com dimenséo variavel

Definicao
Um modelo com dimensao variavel € um modelo em que uma das
quantidades desconhecidas é o niumero de quantidades desconhecidas.

Em outras palavras, a dimensdo do espacgo de parametros nao é fixa.
Isso esta relacionado com o problema de selegéo de modelos.

Exemplo

Considere K covariaveis que possivelmente estéo relacionadas com a
variavel resposta y, em um modelo de regresséo,

Vi = BiXn + -+ Bk Xik + €i.
Suponha que K seja grande.

Neste caso, temos 2X modelos possiveis.

Como selecionar modelos nesse contexto?



Selecao ou estimagao?

Considere o problema geral de escolher entre K modelos para um conjunto
de dados observados y,

My = {F(y|04) : Ok € O}

Note que o espago paramétrico em um problema com K modelos é
o= [{k} x ek].
k

Estimacao nesse contexto ndo € um problema trivial.

Por exemplo, ao considerarmos esse espaco paramétrico ha uma tendéncia
a sobrestimar o nimero de parametros levando a um sobreajuste dos dados.

Por outro lado, se consideramos esse um problema puramente de decisao,
escolheremos um modelo mais provavel, que pode levar a grandes erros.



Selecao bayesiana de modelos

Atribua probabilidades a priori para cada modelo possivel:

f(My), ..., f(Mk),

K
tal que »  f(My) = 1.

k=1

E também uma distribuicdo a priori para os parametros de cada modelo:
(0 My), k=1,...,K.
Abordagem direta: estimar a probabilidade a posteriori de cada modelo.

Nesse caso,

f(y|Mi)f(Mi)

K b)
> HyIM)F(M))

=

f(Mly) =

em que f(y|My) é a preditiva do modelo M.



Reescrevendo, temos que

f(Mk) f(y\ek,Mk)f(6k|Mk)d0k
Ok

fIMily) = — :
Zf(M/ / f(y16;, M;)f(6|M;)d6;

j=1

a probabilidade a posteriori do modelo M.

Decisao: escolher o modelo com a maior probabilidade f(Mk|y) ou uma
combinagao de modelos.

Seja z a observacao a ser predita,
(@M y) = [ 200y, MO (Oxly. M) By,
Ok

e, portanto,

K
f(zly) = > f(z2Mx, ) F(Mily).
k=1



Medidas para selecdo de modelos

Vimos que o fator de Bayes pode ser usado para comparar varios modelos,

M)
fly[Mo)°

Reescrevendo, temos que a chance a posteriori € dada por

f(Mily) _ (MOFYIM) _ (M) g
F(Moly) — f(Mo)f(y[Mo) — f(Mo) =




Critério preditivo a posteriori (EPD)

Sob perda quadratica, devemos escolher o modelo que minimiza

E(lz—y]"[z—ylly, M;) = ZVar zily, M)) + E[YI — E(z1y, M),

em que zi, ..., Z, S80 previsdes (ou réplicas) de y1, ..., ya.
Definimos
EPD = P+ G (penalidade + ajuste) com

> Var(zly,M;) e G = Z[y, E(zly, M)

i=1

Sejam (2", z® ..., z™) réplicas (de Monte Carlo) de ;. Entao, podemos
aproximar
1< 1 X
E(zly, M) =2 = 15>~ 2 Var(zly, M) = o= > (z" —Z)".
k:1 k=1

Ver arquivo exemplo_68.r



Critério de informagao do desvio (DIC, do inglés)

Sejam 6* = E(8|y) e D(8) = —2log f(y|0). Entéo,
DIC =D+ py (qualidade de ajuste + penalizagéo),
em que B -
D=E(D(6)ly) e ps=D—D(6").
O menor DIC indica o melhor ajuste do modelo.

O DIC é computacionalmente atrativo pois pode ser facilmente calculado das
saidas de um Monte Carlo via cadeias de Markov.

Sejam 6V, ... 6™ valores gerados utilizando Monte Carlo via cadeias de
Markov. Entéo,

M
D=E(D(Q)]y) ~ — Z

e também
M

— - 1
)~ _ 1 (k)
D(6*) ~ D(6), com 6= ;0 .
Ver arquivos regressao.odc e dados_regressao.txt



Monte Carlo via cadeias de Markov com saltos reversiveis

Considere o problema de fazer inferéncia para dois modelos e seus
parametros simultaneamente.

Considere que My tem um parametro 6 e M, tem dois parametros {6+, 6>}.

O algoritmo de Monte Carlo via cadeias de Markov com saltos reversiveis faz
inferéncia para 6, 61 e 02, e para os modelos M; e Mo.

Em um Unico algoritmo iremos mover a cadeia do modelo M; para o M; e
do modelo M5 para o Mj.

01+ 62
2

O movimento de M, para M; é deterministico. Por exemplo, § =

E o movimento de My para M»?



Uma maneira interessante de simular ambos parametros e modelos é
utilizando Monte Carlo via cadeias de Markov com saltos reversiveis.

O algoritmo é construido de forma a manter a condi¢do de “balanceada
detalhada”.

Por exemplo, considere dim(®1) > dim(©3).

Entdo, o movimento de @1 para @, pode ser representado por uma
transformacao deterministica de 6+,

6, = T(61).

Impde-se uma condicao de igualdade de dimensbes em que 0 movimento
oposto de @, para @1 é concentrado em {61 : 0> = T(61)}.

No caso geral, se 61 € completado por simulagéo uy ~ gi(uy) em (01, uy) e
6, por u, ~ g»(U2) em (62, uy) tal que o mapeamento entre (61, u1) e
(02, uz) € uma bijecao,

(927 Ug) = T(91,U1)‘



O algoritmo se basea na seguinte identidade:
f(y|0k, K)fi(Ok |K)f (k)
f(y)

A probabilidade de aceitar um movimento de M para M, é dada por

min{1 (02, 2|y) 21421 (U2) }
em que

161, 1]y)mi2d12(u1)
e f(Ok, k|y) é a distribuigao a posteriori de 6x sob o modelo Mj;
e 7; € a probabilidade de mover do modelo M; para o modelo M;; e
O0Ti2(01,u)
8(61 , Uy )

f(0k7k|y) =

O0Ti2(01, u4)
0(61, uy)

€ 0 Jacobiano da transformagao.



Algoritmo
Na iteragao ¢, temos (6", k)

1.

Selecione o modelo M; com probabilidade my;;

2. Gere uy ~ ¢x(U);
3.
4

. Tome 9;

Defina (67, vi) = Tk;(G(f), uy);

1) = 97 com probabilidade

aTy(6)), uy)
a0y, uy)

n{1 167, 1Y)k dix(Vik)
(647, k|y) i (ui)

2

e tome 0}“” = Off) caso contrario.



Escolha da proposta

A escolha das densidades propostas ¢; deve ser feita com cautela.
Em especial em altas dimensoes.

Amostragem independente: se todos os parametros sado gerados de sua
distribuicéo proposta, entdo T é identidade e o jacobiano é igual a 1.
(Nenhuma transformacéo é feita nesse caso.)

Se 0 modelo proposto é igual ao corrente, My = M;, entdo o passo de
aceitagéo corresponde a um passo usual de Metropolis.



Proposta independente com momentos baseados na posteriori

Considere que estimativas de média e variancia a posteriori estejam
disponiveis para os parametros de cada modelo.

Nesse caso, uma proposta independente pode ser usada.

Por exemplo, R -
6" ~ N(E(8y), Var(6]y)).

O movimento de um modelo M para outro M; ter4 jacobiano 1.
A probabilidade de aceitagao sera dada por

. {1 (67 1y)i(67)ox(6k) }
RACHACHLICHEE




Exemplo
Falha de ar condicionados de avides.

Para cada avido, sugere-se usar os modelos abaixo:

Mo: ilw,o®) ~ LN(w,0°), peR, c®>>0
My (Yily,d) ~ Weibull(v,6), v >0, 6 >0.

Utilizaremos um Monte Carlo via cadeias de Markov com saltos reversiveis
com proposta de transigdo independente 8 = (61, 62) tal que 8 ~ Na(ue, o).

Ver arquivo exemplo_69.r



Previsdo
Considere (y1, y2, - - ., ¥n) uma amostra de uma distribuicdo com funcéo (de
densidade) de probabilidade f(y|0).
Suponha que estamos interessados em prever um novo valor z.
Uma opgéao considera a distribuicao
f(2(6,y)
para algum valor 0 do parametro desconhecido.
Note que essa solugéo ignora a incerteza a respeito de 6.
Solucao bayesiana

A solugéo pela abordagem bayesiana é encontrar a distribuicdo preditiva

f(zly)

/ f(z,0]y)d6
(€]
_ /ef(z\e,y)f(9|y)d0.

Essa solugao incorpora incerteza a respeito de 6.



Aproximagao por Monte Carlo

Note que temos a esperanca a posteriori de g(@) para g(0) = f(z|6,y):

(zly) = /@ (2|6, y)f(6]y)de

Entdo, o método de Monte Carlo pode ser usado para aproximar a
distribuigao preditiva de z.

Seja (01, ...,6™) uma amostra obtida da distribuiio a posteriori de 6.

Uma aproximacgao para a preditiva é

<

T(ely) = 11 > 1216, ).



Algoritmo
Obtendo uma amostra de tamanho K da preditiva f(z|y):
1. Sortear a componente k do conjunto {1,2, ..., M} com probabilidade
1/M;
2. Gerar z de f(z|]y,8%); e
3. Repetir os passos 1 e 2 até obter uma amostra de tamanho K de f(z|y).

Dada a amostra de z, poderemos calcular média, variancia e percentis
amostrais como resumo da distribuicdo do valor previsto.

Ademais, podemos contruir histogramas como aproximacgao da fungao (de
densidade) de probabilidade f(z|y).



Exemplo
Considere o modelo autoregressivo de ordem 1, AR(1),

Ye= @Y1 + &
em que ¢ ~ N(0,0%), |¢| < 1 eo? > 0.

Considere a série temporal observada abaixo (t =1,2,..., T). Como obter a
previsdo para o tempo T + 17

1

-3 -2 -1 0

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Tempo

Figura 16: Dados gerados de um processo AR(1).



Funcéo de verossimilhanca

A fungéo de verossimilhanga (condicional a primeira observacéo) é dada por
T
L(¢,0%) = [[f3lyeet. 6, 02).
t=2
Inferéncia bayesiana
Considere a distribuigdo a priori
f(¢,0°) x o 2.

As distribuigcdes condicionais completas sdo dadas por

T 2
(02|y7 ¢) ~ Ig <T2 1 , 2112(}/1‘ - ¢}’t—1) )

2

ZT:z}/t}/tq o2
(@ly,o%) ~ N( ’ , (-1 <o<1)
Zthzyrzq ErT:zytz,1



Suponha que ¢ € (0, 1).

A proposta abaixo considera essa restri¢ao:

0 = |og(L>, 6er

1-9¢
0 ~ N7, 6 eR
« _ _exp{d”} .
¢ - 1+eXp{0*}7 ¢ € (071)

A fungdo de densidade proposta é

f(6*1oU™ ") = fn (07109, 7%)6" (1 — ™).

Ver arquivo exemplo_70.r



Amostragem composta

Na préatica usamos a amostragem composta para gerar de f(z|y).

Esse método evita gerar da mistura f(z|y).

Algoritmo
Parai=1,..., M,
1. gere 8 de f(8]y); e
2. gere z1) de (2|61, y).

A amostra {z(", ..., z™} é uma amostra de f(z|y).

Ver arquivo exemplo_70.r



Dados faltantes

Muitos estudos apresentam dados faltantes.
Seja y,; 0 dado faltante e y .. 0 dado observado.

O método bayesiano fornece uma abordagem natural que trata o problema
sem usar imputagéo ad hoc.

Suponha que ¥y = (¥ s, Y1) tem densidade conjunta f(y|60).

Sob o ponto de vista bayesiano, temos que

f(evyfa/t‘yobs) X f(yobsvyfaltw)f(g)
o< F(YianlY obs: O)F(¥ obs|0)(6)-

Em um algoritmo de Gibbs basta gerar da condicional completa de y,,, dada
por f(yfa/t‘yoby 9)'



Exemplo
No modelo AR(1), suponha que tenha um dado faltante em t* entre (1, T).

A condicional completa de ygy = yi~ € dada por
f(Ves | Yobs, €) o< F(Yes [Vex—1, 0)E(Yee 11 |yix, ).
Podemos mostrar que ,
(Yt~ |Yobs, 0) ~ N (ﬁ(}’t*q + Vi), 117(]52)
Algoritmo
1. Gerar y{) da distribugao

(k=1) Al o
(Vi+ |Yobs, 0 Y~ N (W(M*q + Yeot1), W) :

2. Completar os dados ¥ = (¥y.x 1), Y, ¥ 11y.7); €
3. Passos usuais para gerar (o2|y®), ¢k~ e (¢|y®), o21).

Ver arquivo exemplo_71.r



Método da inicializagao/reamostragem (bootstrap)

Um método de reamostrar um conjunto de dados.
Pode ser utilizado para inferéncia e também diagndstico.

Aplica-se em muitos casos para avaliar a variancia, o erro padréo e o viés de
um estimador.

Evita célculos analiticos. Entrentanto, € computacionalmente intensivo.

Na reamostragem paramétrica, consideramos modelos e reamostramos
destes modelos utilizando as estimativas dos parametros.

A reamostragem nao paramétrica é feita com base na distribuicdo empirica
dos dados.

Consideraremos a amostra (y1, .. ., ¥a) provenientes de uma fungao (de
densidade) de probabilidade f e fung¢éo de distribuicdo acumulada F que
dependem de um vetor de parametros 6.

Suponha que T(y) seja a estatistica de interesse para estimar 6 e t(y) seu
valor observado.



Reamostragem nao paramétrica

A funcéo de distruicao empirica F. é dada por

1 n
Fe(y) = n Z I[yi,oo)(y):
i
que estima a fungao de distribuicdo F. Aqui, Ia(x) assume valor 1 se x € Ae
0 caso contrario.

E possivel escrever a estatistica T em fungéo de Fe. Isto nos da uma
expressao matematica para escrever T a partir de F.

Assim, T(y) = T(Fe(y)) e estimamos 6 = T(Fe(y)).



Exemplo
Seja (y1, ..., ¥n) uma amostra aleatéria de F(y|0).

SR ’
Tomemos y = E;yies =
i=
amostral, respectivamente.

n
n1— ] Z(y,- —¥)?, a média e a variancia
pa

Estamos interessados em calcular a varidncia de y que na maioria dos
casos depende de 6: Var(y|6). Em geral, teremos Var(y|6) = s%/n.

Seja (y1,...,ys) areamostrade (y1,...,Ys) COM reposicao.
Para cada reamostrade m =1, ..., M, calcule s(™.
1 M
A estimativa da variancia via reamostragem é dada por s? = W D A,
m=1

Ver arquivo exemplo_72.r



Reamostragem paramétrica
Na reamostragem paramétrica utilizamos a informagéo sobre a distribuigao
populacional dos dados.
Seja (y1, ..., Ys) uma amostra aleatéria de F(y|6).
Estimamos 6 com 6 = T(y) e substituimos em F para obter I:'(y) = F(y|5).
Dai, reamostramos (y5, ..., y,) de F(y|§).

Para cada reamostrade m = 1,..., M, calcule s(™.

M
L A ) 1
A estimativa da variancia via reamostragem é dada por s? = W D A,
m=1

Ver arquivo exemplo_73.r

Note que podemos facilmente estimar o viés do estimador do desvio padrao
por

M

1
_ — /g2 _72:('77)
Sr S, sendo s= Vs e Sr—Mm_1S .



Reamostragem: intervalo de confianca

Para cada reamostra, calculamos a estatistica 7™ (y*) e depois calcule

mrony . T(y*) = T(y)
2000 = Ty

Estime o a-percentil de z(y*), t., pelo quantil amostral de
), Z2M(y).

Por fim, calcule o intervalo de confianga via reamostragem por

1C100(1-a)%(0) = (T(¥) + Loz x €p(T(¥)), T(¥) + ti—a/2 x ep(T(¥)))-

Ver arquivos exemplo_72.r e exemplo_73.r



Reamostragem em modelos de regressao

O método de reamostragem pode ser utilizado para avaliar a precisao das
estimativas estatisticas.

O método de reamostragem produz tipicamente uma aproximagao para a
distribuicao da estatistica de interesse que pode ser mais precisa que sua
aproximacéao assintética de primeira ordem.

Em modelos de regresséo lineares temos
Yi=Bo+B1Xin + -+ BpXp+ei, para i=1,2,...,n,

em que ¢; sao variaveis aleatorias independentes com média 0 e variancia
constante ¢2.

Sabemos que o estimador via minimos quadrados (X de posto completo) é
dado por
b=(X"X)"'XTy.

Neste exemplo, estamos interessados no erro padrdo de S« para 0 < k < p.



e Estime B por b= (X" X)"'X "y e calcule o vetor de residuos e.

e Gere uma amostra e* de tamanho n, com reposicao, de e e calcule
y*=Xb+ e*.

e Estime 3* de cada reamostra por b* = (X" X)~'X Ty

e Por fim, calcule o erro padrao de 3x como o desvio padrdo amostral das
diversas estimativas b; das reamostras.

Esse método de reamostragem dos residuos funcionam bem quando o
modelo é de fato o0 mais plausivel como processo gerador dos dados.

*

Uma outra abordagem, que funciona inclusive em presenga de
heterocedasticidade, é reamostrar dos pares {(y;, Xi)}1_;-

Note que estamos fazendo estimagdo por minimos quadrados e portanto
nao estamos assumindo nenhuma distribuicdo conhecida para o erro.

Ver arquivo exemplo_74.r



Método “deixe um fora” (jackknife)

Suponha que tenhamos uma amostra y = (1, ..., ¥») € um estimador

0=T(y).

O método “deixe um fora” (jackknife) considera as subamostras da forma
.V7:(y17~~~7yi—1’yi+17---7yn) para i:17'--an~

e as estimativas ~
by =t(y;) para i=1,...,n.

A estimativa do viés via este método é dada por
—— - ~ —~ 1~
viés = (n—1)(6() — 0) emaque )= ;9(,-).

A estimativa do erro padrédo é dada por

1/2

ep 9) Z(Q(/ - 0(

Ver arquivo exemplo_75.r
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