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Inferéncia Estatistica

E um procedimento que produz afirmacdes probabilisticas sobre um
modelo estatistico.

» O termo inferéncia estatistica pode ser entendido como o processo de
fazer determinadas afirmacgdes sobre quantidades desconhecidas de
um modelo estatistico apds observar dados que supomos ter
informagdes relevantes.

Exemplo

Uma maquina produz itens defeituosos com uma probabilidade
desconhecida de uma distribuicdo conhecida. Depois de inspecionar n itens,
gostariamos de fazer afirmagdes sobre esta probabilidade desconhecida.

Exemplo

Particulas radioativas atingem um alvo de acordo com um processo de
Poisson com parametro . Depois de observar n choques em um
determinado intervalo de tempo, gostariamos de fazer afirmagdes sobre este
parametro .



Definicao

Populacao é uma colecéo de objetos que possuem uma ou mais
caracteristicas de interesse e consiste na totalidade das observagdes
possiveis de um fenbmeno em estudo.

Definicao
Amostra é um subconjunto de observagoes selecionadas de uma
populacao.

Definicao
O espaco paramétrico (parametro) é uma combinagao de caracteristicas

que determinam a distribuicdo conjunta da variavel aleatéria de interesse.

Notacao: Q



Definicao

Uma Estatistica é qualquer fungédo da amostra. Os elementos de uma
amostra s&o tratados como uma colegao de variaveis aleatérias (antes da
amostra ser observada de fato).

Exemplo

Suponha que (Xi, Xz, ..., X») sejam variaveis aleatérias observaveis (uma
amostra aleatdria). Seja r uma fungao real arbitraria das n variaveis
aleatérias. Entao, a variavel aleatéria

T=r(X, X, ..., X),

é uma Estatistica.

Outros exemplos de estatisticas:

o A . _
B T=X= EZHX"’ a média amostral; e

1
2 _
=S T n—1

n —\2 ..
E - (X,- - X) , avariancia amostral.
=



Definigcao (distribuicao a priori)

Suponha um modelo estatistico indexado por um parametro 6. Se 0 for
tratado como uma variavel aleatéria, entéo a distribuicao de probabilidade de
0 antes de observar as realizagdes das outras variaveis aleatérias de
interesse é chamada de distribuicao a priori. Notagéo: f(#).

Exemplo

Considere o langamento de uma moeda que é honesta ou tem duas caras.
Além disso, considere a probabilidade de se obter cara igual a 6. Agora,
suponha que a probabilidade a priori da moeda ser honesta é 0,8. Qual é a
funcao de probabilidade a priori de 7

Q={1/2,1}, f(0):{8:2; zgg:/e e (X|0) ~ BR(6).



Exemplo

Uma maquina produz itens defeituosos com uma probabilidade
desconhecida 6 de uma distribuicdo conhecida. Podemos, ter a distribuicao a
priori dada por

1, se0<6<1; )
16) = { 0. casocontrario. oY ¢~ U0

Exemplo'
Suponha que o tempo de vida, em horas, de um determinado componente
eletrénico possa ser modelado através da distribuicao exponencial com
parametro \. Agora, considere para A uma distribuigdo a priori gama com
parametros a e b tal que E(\) = 0,0002 e DP(\) = 0,0001.

a
b2

20000)*
%ﬁ exp{—20000A\} g o) ().

Temos que g —0,0002 e 2 —0,00012 = a=4 e b= 20.000. Entdo,

f(\) =

Consulte apendice.pdf
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Figura: Distribuigao a priori gama com parametros a = 4 e b = 20000.

Ver arquivo exemplo_01.r



Exemplo?

Suponha que (X1, Xz, ..., X») formam uma amostra aleatéria de

(X|A) ~ E(N), isto é, as variaveis aleatérias sao independentes e
identicamente distribuidas tal que (Xi|\) ~ E(A) parai=1,2,...,n. Entao, a
distribuicdo conjunta é dada por

F(XIN) = (X1, %, ..., Xn|A) = Hf Xi|\) = H/\exp{ AXiHjo,00) (Xi)
n
= )\”exp{—)\zi:1xi} |:H I[O,oo)(xi):|
=\ exp{—AnY} |:H I[OA’%)(X,'):|,
i=1
emque X = (X1, Xz, . .., Xn).

2Consulte apendice.pdf
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Definigcao (distribuicao a posteriori)

Considere um processo estatistico com parametro 6. Condicionalmente a 6,
sejam (Xi, Xz, ..., Xp) variaveis aleatérias a serem observadas. A
distribuigcdo condicional de 6 dado X; = x1, Xo = X2,..., Xn = X € chamada
de distribuicao a posteriori de 6. Notagéo: f(6|x).

Teorema de Bayes
Suponha que n varidveis aleatorias (Xi, Xz, . .., Xs) formam uma amostra
aleatéria da distribuigdo (X|0) com fungédo (de densidade) de probabilidade
f(x]0). Suponha também que 6 seja desconhecido e que a distribuicdo a
priori de 6 seja dada por f(6). Entéo, a fungéo (de densidade) de
probabilidade a posteriori de 6 é dada por

f(x10)f(6) _ f(x110)f(x2|0) - - - F(xn|0)F(0)

f(6|x) = ) = 0 o f(x)0)f(6),

em que 0 € Q e f(x) é a distribuicdo marginal de x. Além disso, 1/f(x) é a
constante de normalizagcdo da posteriori.



Continuando, de forma geral temos que
f(x) = / f(x|0)dF(9).
Q
Se 6 for unidimensional e continua, podemos escrever

f(x) = / _fx10)f(0)do.

Definicao (funcao de verossimilhanca)

Quando a fungéo (de densidade) de probabilidade conjunta das
observagdes, f(x|6), é considerada como fungao de 6 para particulares
valores x = (x1, X, . . ., Xn), €ssa fungéo é chamada de funcao de
verossimilhanca. Notagdo: f(x|0).

Em muitos livros se utiliza a notagao L(#) = f(x|6). Assim, o teorema de
Bayes pode ser reescrito como
_ L)1)
f(o|x) = 0 o L(0)f(6).



Exemplo (tempos de vida; continuacao)

Suponha que (X|A) ~ £(A\) e A ~ G(a; b). Qual é a distribuigdo a posteriori
de \? E possivel encontrar a distribuigdo marginal de x? Em caso afirmativo,
qual seria?

Vimos que

C)

f(x|]A\) = N exp{—Anx} e f()) A exp{—bA} 0 00y (M)

Note que a distribuicdo a posteriori € uma fungéo de A. Assim, temos que
b2
r(a)
o< AT expl (b + nX)AH0,00) (M)

f(AlX) o Aexp{—Anx} A exp{—bAHp 00y (V)

Entao, reconhecendo a forma deste nicleo, temos que

b+ X)) (nia)- "
FAx) = %M 9T exp{— (b + MOA Mo, V),

ou seja, (A|x) ~ G(n+ a; b+ nx).
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Figura: Exemplo de funcéo de verossimilhanca do modelo exponencial.

Ver arquivo exemplo_02.r
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Figura: Exemplo de distribui¢éo a priori, de fungéo de verossimilhanca e de
distribuigao a posteriori do modelo exponencial.



A distribuicdo marginal de x é dada por

f(x) = / :of(x|>\)f(>\)d)\
= OO"ex —\nXx b a1 exp{—
= /0 Alexp {—=Anx} r(a))\ p{—bA}d\
ba

_ o (n+a)—1 _ —
= a 0)\ exp{—(b+ nx)A\}dA

b?  T(n+a) (b4 nx)(+a ()1
r(a) (b+nx)r+a [ o T(n+ a)

b®  T(n+a)
r(a) (b+ nx)n+a

<bfn?>a (b+1 nY)n r(g(:)a)‘

Note que poderiamos encontrar f(x) e, depois, fazer os calculos para
determinar a posteriori de \.

exp{—(b+ nx)A\}dX




Observagodes sequenciais e previsao

Em muitos experimentos, as observagdes (X1, Xz, ..., X») que formam a
amostra aleatdria séo obtidas de forma sequencial.

Suponha que se observou X; = xy. Entao, pelo teorema de Bayes, temos

que
£(8]x1) o F(x110)(6).

Agora, observou-se X = x>. Podemos utilizar a posteriori anterior, f(0|x),
como a priori de 6 tal que

fOlx1, %) o F(x|0)f(0]x1)
o f(x|0)f(x|0)F(6)

Assim, temos que

f(0)x1, X2, ..., Xn) o< f(xa|0)F(O]X1, X2, ..., Xn—1)
o f(Xn|0)F(Xn—1]0) - - - f(x2|0)F(x1|0)F(0)

f(0]x) {Hf(x,@)] £(0).



Segue-se que
f(0|x) = f(0]x1, X2, ..., Xn) = € X f(xa|)f(0]X1, Xz, . .., Xn—1),
com

c ' = / f(Xn|0)F(0]X1, X, . . ., Xn—1)dO = F(Xn| X1, X2, . . ., Xn1).
Q

A distribuicao f(xs|xi, X2, ..., X,—1) pode ser utilizada para fazer previsao.

Apds observar as n — 1 primeiras observagdes, gostariamos de prever a
n-ésima observagao.



Exemplo (tempos de vida; continuacao)

Deseja-se fazer a previsdo de Xs apds ter observado

Xs = (X1, Xz, ..., Xs) = (2911; 3403; 3237; 3509; 3118) em horas.
Sabemos que

(b4 (n—1)Xp—1 )(n—1+a) A(n=1+a)—

f(A\Xp—1) = F(n—1+a) Texp{—(b+ (n—1)Xs_1)A}.
Dai, temos que
oo b X (n—1+a)
f(Xn|Xn—1) = / )\exp{—)\xn}( +(n- rn )1 ”+1;)
) AT en{— (b4 (n— 1)Xn_1)A}dA
(b+ (n—1)X,_q)"—1+3 . Tn+a
frn—1+a) (b+ nxp)(n+a)
< b+ nyn)(n+a) (n+a)—1 _ X
/O P LA exp{—(b 4 %)}
(b+ (n—1)xp_q)"—"*a r(n+ a)

r(n—1+a) “ b+ mxp)ma



Lembre-se que a =4 e b = 20.000.
Temos que x5 = (X1, X2,...,X5) = (2911; 3403; 3237; 3509; 3118). Logo,

3 x=16.178.
i=1

Assim,
(20.000 + 16.178)+*) re+4
f(xs|Xxs) = X 6+4
r(5+4) (20.000 + 16.178 + x5)(6+4)
_ rao) ~ 36.178°
T T(9) " (36.178 + x6)'0
9 x 36.178°

= ——————— para X >0.

(36.178 + X510

Isto permite calcular probabilidades como

o0 9 x 36.178° 9 x 36.178°

_ = 0,4882.
3,000 (36178 + x5)10 © ~ 9 x 39.1789

Pr(Xs > 3000|Xs) = /
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Figura: Exemplo de distribuigao preditiva resultante do modelo exponencial.

Ver arquivo exemplo_03.r



Distribuic&o a priori conjugada

Definicao

Seja (X1, Xz, ..., Xp) uma amostra aleatéria da distribuicéo de (X|6) com
funcéo (de densidade) de probabilidade conjunta f(x|0). Seja W uma familia
de possiveis distribuicdes sob o espago paramétrico Q. Suponha que,
independente da escolha da distribui¢ao a priori, escolhnemos f(6) da familia
V. Se independente do tamanho amostral n e dos valores observados

X = (x1, X2, ..., Xn) adistribuicdo a posteriori f(6|x) pertencer a familia ¥,
entdo ¥ é chamada de familia de distribuicéo a priori conjugada para
amostras de f(x|0). Diz-se também que W é fechada sob amostragem das
distribuicdes f(x|0).



Exemplo
e Seja (Xi, Xz, ..., Xn) uma amostra aleatéria de (X|r) ~ BR(x).
e Assim, a fungéo de verossimilhanga € dada por

X|7r) Hﬂ_x, 1 _ 71')1 Xi _ nX( _ 7_[_)!7(1—?)
e A distribuicdo a posteriori &€ dada por
f(m|x) o< 7™ (1 — 7)™ O f(x).
e Podemos considerar a distribuicao a priori BT (a; b), isto &,

F(a + b) a—1
rar)”

e Portanto, a distribuicao a posteriori € dada por

f(r) = (1 —m)° g 4y(m).

(7|X) ~ BT (a+ nx; b+ n(1 — X)).

e Assim, BT (a; b) é conjugada para amostras de f(x|m) (Bernoulli).



Exemplo
m Seja (Xi, Xz, ..., Xp) uma amostra aleatéria de (X|A\) ~ P()).
m Assim, a fungao de verossimilhanca é dada por

B Texp{=ANT exp{—mA AT
fx)) =] [ X! ] T TG+ 1)

i=1

A distribuicdo a posteriori € dada por
F(AX) o< A™ exp{—nA}f()).
m Podemos considerar a distribuicéo a priori G(a; b), isto &,

ba

W=ra

A2 exp{—bAH0,00)(N)-

m Portanto, a distribuigdo a posteriori € dada por

(Alx) ~ G(a+ nx; b+ n).

Assim, G(a; b) é conjugada para amostras de f(x|)\) (Poisson).



Exemplo
¢ Seja (X1, Xz, ..., Xn) uma amostra aleatdria de (X|A\) ~ E(N).
¢ Assim, a fungao de verossimilhanga é dada por
f(x|]\) = A" exp {—Anx} .
¢ A distribuicéo a posteriori é dada por
f(A|X) o< A" exp {—Anx} f(\).

4 Podemos considerar a distribuicéo a priori G(a; b), isto é,

a

=1

A7 exp{—bA0,00)( M)

¢ Portanto, a distribuicdo a posteriori &€ dada por
(Alx) ~ G(a—+ n; b+ nx).

¢ Assim, G(a; b) é conjugada para amostras de f(x|\) (Exponencial).



Exemplo

> Seja (X1, Xz, ..., Xn) uma amostra aleatéria de (X|u) ~ N (u; 05) com
o2 conhecido.

» Assim, a fungdo de verossimilhanga é dada por

f(x\u)=(2w)*”/2(aé)*"/2exp{— s (x,-—u)z}v

2 i
200 =1

Temos que

> G-y

pois



» Agora, podemos escrever a funcdo de verossimilhanga como
n —\2
f(X|p) o exp —ﬁ(ﬂ =X)"¢-
%0

» A distribuicdo a posteriori é dada por

> Mostraremos que a distribuicio a priori conjugada é N (a; b).
» Entdo, considere

() o oxp { ~ g~ @



» A distribuicdo a posteriori é dada por

fx) exp{—zf’,’gm—i)z}f(u)

n _ 1
x exp {—273(# =X = 5 (- 3)2} :

Agora, temos que

1 o2 u? 5 BX X2
azn(u X)©o= o2/n o2/n o2/n
0 0 0 0
1 2 p? pa &
pli—af = b -2t0+ 2

Somando-se ambas as equagoes e dispensando as partes que nao
dependem de u, temos

2 £+l -2 E_FE
Hloz T~ ez T



Agora, definimos
2 —2 —27—1 2 | NX a
7 =[noy 4+ b ] e (=1 Lf—g—&—?}.
Assim, temos que
>[n 1 nx a u? 2u¢
S+t S| -2l S+ =5 - —.
" L’S—'—bz} 'u{ag +b2} T2 T2
Estamos buscando o nucleo de uma normal. Portanto, completamos
quadrados para obter

2 2 2 1
%—Tg+%=*(u—£)24

T 72

Note que o termo introduzido ndo depende de .



» A distribuicao a posteriori é dada por

1 2
o) x o0 { - 510~ 9}
» Resumindo, temos a distribuicdo a posteriori dada por

(ulx) ~ N (& 7°),
com _
_ o _ nx a
72:[n002+b2]‘ e 5272{0—3—1—?].

» Para um modelo normal com média . e variancia conhecida, a
distribuigao a priori normal para ;. € uma priori conjugada, isto &,
w ~ N (a; b?) é uma priori conjugada.
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Figura: Exemplo de distribui¢ao a priori, de fungao de verossimilhanga e de
distribuicdo a posteriori do modelo normal.

Ver arquivo exemplo_04.r



Distribuigao a priori imprépria

Definicao
Seja f uma fungao ndo negativa cujo dominio inclui o espago paramétrico de
um modelo estatistico. Suponha que

/Qf(e)da - .

Se utilizarmos f(#) como distribui¢ao a priori para 6, entdo f(¢) € uma
distribuicao a priori impropria para 6.



Exemplo
Seja (X1, Xz, . .., Xn) uma amostra aleatéria de (X|\) ~ £()). Entéo, a
funcéo de verossimilhanca é dada por

f(X|\) = " exp {—Anx} .

Agora, considere

f()) o %I[o,m)(/\), em que /:of(/\)de - /jgdx - [cln()\)] = .

0
Claramente, f(\) € uma distribuicao a priori impropria para \.
A fungdo de densidade de probabilidade a posteriori € dada por
f(Ax) o< A" exp {—Anx},

ou seja, (A|x) ~ G(n; nx) que é uma distribuicao propria. Note que

f(x) = /:Oc/\”_1 exp {—Anx} d\ = ¢ x [;(;])n,

com c¢>0.



Exemplo
Seja (X1, Xz, ..., Xp) uma amostra aleatéria de (X|m) ~ BR(w). Entéo, a
funcéo de verossimilhanca é dada por

f(x|x) = 7™(1 — )"0,
Agora, considere a seguinte distribuicao a priori imprépria para :
1

;
! 1 T 1
/OCmdﬂ' = /Oc {; + ﬁ] dr = |:C{|n(7T) — |n(1 — TF)} i = 00.
A fungdo de densidade de probabilidade a posteriori € dada por

f()x) oc 7™ (1 =)0 e, (n]x) ~ BT(nX; n(1—X)) (é propria).
Note que

. Tm)r(n(1 =)

10 , com c¢>0.

1 — —.
f(x) = / ™ (1 — )" "dr = ¢
0



Exemplo
Seja (X1, Xa, . . ., Xn) uma amostra aleatéria de (X|u) ~ N (u; 02) com of
conhecido. Entéo, a funcdo de verossimilhanga é dada por

Fxl) o exp{—zf:’g(u ~%f}.

Agora, considere a seguinte distribuicao a priori imprépria para y:

f(p) oc 1.

A funcgao de densidade de probabilidade a posteriori € dada por

2
f(u|X) oc exp {‘?Zz(“ - Y)z} , ouseja, (u|x)~N (Y; U—,;’) (é propria).
0



Estimadores de Bayes

Definicao

Seja (X1, Xz, . .., X») uma amostra da fungédo (de densidade) de
probabilidade f(x|0) com o parametro 6 desconhecido tal que 6 € Q C R.
Um estimador do parametro 0 é uma fungéo real §(Xi, Xz, ..., Xy). Além
disso, 5(x1, Xz, . . ., Xn) € chamada de estimativa de 6.

e Todo estimador é uma Estatistica.
e Como 6 € Q, entdo §( X1, Xz, ..., Xn) € Q.
e Lembre-se que um estimador é uma variavel aleatéria.

e Lembre-se que uma estimativa é uma particular realizagao da variavel
aleatdria.



Definigcao

Uma funcéo perda é uma fungao real de duas variaveis L(6, a) em que

6 € Q e aé um nimero real. Seja f(#) uma distribuicéo a priori para 6 € Q.
Entdo, dado um determinado valor a, temos que a perda esperada (a priori)
€ dada por

E(L(6, a)) = / Lo (o).

Apbs observar os dados (x1, Xz, . . ., Xn), temos que a perda esperada (a
posteriori) é dada por

E(L(0, a)|x) = /QL(Q, a)f(0|x)deo,

para cada escolha de a possivel.



Seja a=6*(x1, X2, . . ., Xn) UMa estimativa cuja perda esperada a posteriori é
minima. Entéo, a funcédo §(Xi, X, ..., Xp) cujos valores sdo especificados
dessa forma é um estimador de 6.

Definicao

Seja L(0, a) uma fungdo perda para cada possivel valor x de X. Seja 6*(x)
um valor de a tal que E(L(6, a)|x) € minimizado. Entéo, 6*(X) é chamado de
estimador de Bayes para ¢ e §*(x) € chamado de estimativa de Bayes
para 6.

Definicao
A funcéo perda L(6, a) = (6 — a)® é chamada de fungéo perda quadratica.

Corolario

Seja 6 um parametro com valores nos reais. Suponha que a fungéao perda
quadratica seja utilizada e que a média a posteriori de 6, E(0|x), seja finita.
Entao, o estimador de Bayes de 6 é §*(X) = E(6|X).



Prova
Suponha que E(L(6, a)|x) = E([# — a]?|x) exista e seja finito. Queremos
mina E(L(8, a)|x). Entao, supondo # continuo, temos que

E(L(0, a)|x)

/ (6 — a)®f(0]x)do
Q

w - %/Q(e — 2)%f(6]x)do = /Q%(e — a)*f(6]x)d6

= 72/ (0 — a)f(0]x)do = —2[E(0]x) — a] = 0
Q

Logo, a = E(#|x) é ponto critico de E(L(6, a)|x) como funcéo de a.
Note que
DPE(L(6, a)|x)
0a?
Portanto, a = E(#|x) é ponto de minimo.

=2.

Existe também uma prova para o caso 6 discreto.



Exemplo
Seja (X1, Xz, ..., Xn) uma amostra aleatoria de (X|A) ~ E(X) e A ~ G(a; b).
Entao,
(A|x) ~ G(n+ a; b+ nx).
Assim, o estimador de Bayes utilizando a perda quadratica é dado por

n+a
b+nX’

E(AIX) =

Exemplo
Seja (X1, Xz, ..., Xn) uma amostra aleatoria de (X|r) ~ BR(w) e
m ~ BT (a; b). Entéo,

(m|x) ~ BT (a+ nx; b+ n(1 —X)).

Assim, o estimador de Bayes utilizando a perda quadratica é dado por

a+nX
BX) = 25 b+



Exemplo
Seja (X1, Xz, ..., Xn) uma amostra aleatéria de (X|\) ~ E(X) e f(\) o< 1/A.
Ent&o,

(A1x) ~ G(n; nx).

Assim, o estimador de Bayes utilizando a perda quadratica é dado por

E(\|X) =

=

Exemplo
Seja (X1, Xz, ..., X») uma amostra aleatéria de (X|r) ~ BR(w) e
f(r) < 7~ (1 — 7). Entéo,

(w|x) ~ BT (nx; n(1 —X)).
Assim, o estimador de Bayes utilizando a perda quadratica é dado por

E(x]X) = X.



Definicao
A funcéo perda L(0, a) = |0 — a| é chamada de fungao perda absoluta.

Para todo valor observado x, a estimativa de Bayes 6*(x) serd o valor de a
que minimiza E(|6 — al|x).

Corolario

Seja # um parametro com valores nos reais. Suponha que a fungéo perda
absoluta seja utilizada. Entéo, o estimador de Bayes de 6 é 6*(X) = m(6|X)
(mediana da distribuicdo a posteriori de 6).



Definicao
A funcéo perda L(0,a) =1 — Ijp.y(|¢ — a|) é chamada de fung&o perda 0-1.

Para todo valor observado x, a estimativa de Bayes ¢*(x) sera o valor de
a = maxg f(0|x), tomando-se ¢ — 0.

Corolario

Seja # um parametro com valores nos reais. Suponha que a fungéo perda
0-1 seja utilizada.Entao, o estimador de Bayes de 0 é 6*(X) = maxy(f(0|X))
(moda da distribuicdo a posteriori de 6).



Outras fungdes perda

e Perda quadratica: L(,a) = (9 — a)® (média a posteriori).
e Perda absoluta: L(#,a) = |# — a| (mediana a posteriori).
e Perda 0-1: L(6,a) =1 — Ijp (|0 — &) (moda a posteriori).
e Perda de mistura:
[ (a—-0)?, sela—0| < k;
L(6,a) = { 2k|a— 6] — k®, caso contrério.

e Perda multilinear:

| ke(0—a), seb>a
Lo e (0, 8) = { ki(a—#6), caso contrario.

Corolario

Seja # um parametro com valores nos reais. Suponha que a funcdo perda
multilinear seja utilizada. Entéo, o estimador de Bayes de 6 é

0*(X) = Q.(0|X), com k = ko / (ki + k2) e Q. representando ~-ésimo
percentil da distribuicao a posteriori de 6.



Prova
Temos que

+oo

k1/a (a—e)f(9|x)d€+k2/ (0 — a)f(0]x)do

a

E(I—k1 ko (67 a)|X)

a +o0
= k1/ Pr(6 < s|x)ds — k2/ Pr(¢ > s|x)ds,
— o a
com a ultima igualdade obtida por integragdo por partes. Derivando-se em
relacdo a a, obtemos

ko
K+ ke

kiPr(6 < a|lx) — koPr(6 > a|x) =0, istoé, Pr(6<alx)=

Lembrando a férmula de integragéo por partes:

/udv:uxvf/vdu



Estimativas de Bayes para grandes amostras

Exemplo

Seja (X1, Xz, ..., X») uma amostra aleatéria de (X|\) ~ E(N\) e A ~ G(a; b).
Entéo, (A\|x) ~ G(n+ a; b+ nXx) e o estimador de Bayes utilizando a perda
quadratica é dado por

Agora, suponha que n= 100 e x = 0,48. Entdo, para
e a=b=1,temos que E(\|x) = 14080—:_11 =2,061;
e a=2eb=1,temos que E(\|x) = 14080:21 =2,02;e
e a=b=0,01, temos que E(\|x) = % = 2,083.

Além disso, temos que

. . n+a 1
Jim EQX) = fim 2% = %




Exemplo
Seja (X1, Xz, ..., Xn) uma amostra aleatéria de (X|A) ~ E(A) e f(A) o< 1/A.
Entédo, (A\|x) ~ G(n; nx) e o estimador de Bayes utilizando a perda

quadratica é dado por
1

EOAX) = =.
(AX) =

Agora, suponha que n= 100 e x = 0,48. Entao,

E(\x) = % = 2,08333.



Consisténcia do estimador de Bayes

Definicao

Uma sequéncia de estimadores que converge em probabilidade para o
desconhecido valor do parametro a ser estimado, quando n — o, é
chamado de uma sequéncia consistente de estimadores.

Exemplo
Suponha (A|x) ~ G(n+ a; b+ nx) tal que
5(Xn) —EOX) = "2 o lim EQX) = lim 12 _ 1
b+ nX n—roc s b+nX X
com X, = X = (X1, Xz, ..., Xn). Contudo, pela lei dos grandes nimeros,
temos que

<e>:17

lim Pr(]6(Xn) — Al <e)=1, istoé, &(Xn) — A, em probabilidade.
n— oo — 00

i — 1
n'L";onOX‘A

e, pelo teorema de Slutsky,



Definicao

Seja (X1, Xz, . .., X») uma amostra aleatéria de uma distribuicdo indexada
por um vetor paramétrico 0, tal que 8 C Q C R?. Seja h uma fungédo de Q no
espaco d dimensional. Defina W = h(@). Um estimador de W é uma fungéo
0(X1, Xz, ..., Xn) que assume valores no espago d dimensional. Chamamos
d(x1, X, . . ., Xn) de estimativa de W em que (x1, X2, ..., Xn) S80 Os valores
observados de (X, Xz, ..., Xp).



Exemplo
Suponha (A|x) ~ G(n+a; b+ nx)comn=3,a=1,b=2e Y% x; = 6,6.

Entao,
3+1 4

~216,6 86

Agora, considere o interesse em estimar ¢ = 1/ sob a perda quadratica.
Assim,

5y = E(\[x) =0,4651.

8 (X) E(¢|x) =EO\"|x) = /:Ox‘ f(Ax)dA

[b+ nx]™2 o Mn+a-—1)
r(n+a) [b+ nx]r+a-T
oS} b+n} n+a—1 N -

[, Tata—m " eel- o o
b+ nx

n+a—-1’

8,6
41

Finalizando, temos que 4, (x) = = 2,867 (é diferente de 1/E()\|x)).



Estimacao por méaxima verossimilhanga

Definicao (relembrando)

Se a fungéo (de densidade) de probabilidade f(x|0) das observacdes de
uma amostra aleatéria € vista como uma fungao de 6 para dado valor de

X = (x1, Xz, ..., Xn), €ntdo esta é chamada de funcao de verossimilhanca.

Notagao: f(x|#) ou L(8). (Nao confundir com a funcéo perda L(6, a)!)

Definicao

Para cada possivel valor de x, seja §(x) € Q o valor de 6 € Q que maximiza
a fungéo de verossimilhanca f(x|6). Seja § = 6(X) o estimador definido
desta forma. O estimador § é chamado de estimador de maxima
verossimilhanca de 6. Ap6s observar X = x, o valor (x) é chamado de
estimativa de maxima verossimilhanca.

Observacio: as vezes 0 é utilizado como notagéo para estimador e para
estimativa.

Note que max; h(z) = max; In(h(2)).



Exemplo

Suponha que (Xi, Xz, ..., X,) formam uma amostra aleatéria de
(X|A) ~ E(X). Entéo, a fungdo de verossimilhanga é dada por

FxN) = [T 70al2) = [T thexp{=2a}] = A7exp {—Anx},

i=1

em que X = (X1, Xz, ..., Xn). Ento,
LA) = Inf(x|]A) =nIn(A) — Anx
d n  _ + 1 N
aE()\) = 5= 0 = A= = (estimativa)
o? 1
Wé()‘) = —2< 0.



Entao,
m 0 estimador de méaxima verossimilhanca de A é dado por A =

il = | =

m a estimativa de maxima verossimilhanga de A é dada por =

Por exemplo, suponha n=3e x = (3; 1,5; 2,1). Entao, a estimativa
de maxima verossimilhanca de A é dada por

N 3

Note que o ponto critico é realmente o ponto de maximo da fungéo de
verossimilhanca.



Exemplo

Suponha que um laboratério esteja oferecendo um teste médico para
COVID-19. O teste é 90% confiante, isto é, se uma pessoa tem COVID-19,
h& uma probabilidade de 0,9 do teste fornecer um resultado positivo; por
outro lado, se a pessoa ndo tem COVID-19, ha uma probabilidade de apenas
0,1 do teste fornecer resultado positivo.

Seja X a variavel aleatéria representando o resultado do teste tal que

1, se positivo;
X = .
0, se negativo.

Note que @ = {0, 1; 0,9}. Temos também que (X|r) ~ BR(~), tal que
f(x|r) =7*(1 —=x)'""*, para x={0; 1}.



Suponha que observamos X = 0 tal que

°(1-7)'"°=0,9, ser=0,1;
f(o‘”)_{ ™1 -7m)'°=01, ser=0,09.

Assim, a estimativa de maxima verossimilhanga é dado por = = 0,1 que
maximiza f(0|r).

Agora, suponha que observamos X = 1 tal que
1 11— 1-1 — 0’
(1) :{ rm e

Logo, a estimativa de maxima verossimilhanga é dado por = = 0,9 que
maximiza f(1|r).



Exemplo

Seja (X1, Xz, ..

temos que
f(x|m)
£()
di;e(w)
e

Entao,

., Xn) uma amostra aleatéria de (X|r) ~ BR(w). Assim,

n
HTrXi(1 _ 7_[_)1—Xi — 7_[_"7(1 _ ﬂ_)n(1—Y)
i=1

nxIn(m) +n(1 —X)In(1 — )

nx n(1-X)
™ 1—m
nx n(1-—X)

EEI (o ciae

=0 = #a=x para x¢{0; 1}

4 o estimador de méxima verossimilhanga de 7 é dado por # = X;

¢ a estimativa de méxima verossimilhanca de = é dada por # = X;

¢ se x =0, entdo ¢(7) é uma funcédo decrescente de 7 com maximo em

T=0;e

¢ se x =1, entdo ¢(r) € uma fungao crescente de = com maximo em

T=1.



Exemplo
Seja (X1 s X2, c.

, Xn) uma amostra aleatéria de (X|u) ~ N(u, 03) com o2

conhecido. Assim, temos que

f(x|p)

()
d
dT/(H)

d2
dTﬂaﬂ)

o 1

e

(@) (o) e {55 3 - u)z}
,g[ (2m) + In( 00]720221 (i

=

1 —

M =
_‘/\
x
\
=
|

S

W R
I

W2 e
Il
o
=
Il
x|

e 0 estimador de maxima verossimilhanca de ;. é dado por i = X; e
X

e a estimativa de maxima verossimilhanca de . € dada por i =



Exemplo
Seja (X1, Xz, . . ., Xn) uma amostra aleatéria de (X|u, 02) ~ N (u, 0%). Assim,
para (, o2), temos que

1 n

2 __n _n 2y 1 N2
K(IMU ) - 2 |n(27r) 2 ln(U ) 20_2 =1 (XI :U’)
0 2y _ no _nx  np
oplmo) = ) (i-w= 5 -5 =0
0 2 n 1 no 2 _
902 (107) = 5t o), (W) =0

Resolvendo o sistema de equagdes acima, obtemos que

m 0 estimador de MV de (i, 0?) é (2, 8%) = <Y; %Z: (Xi — Y)2> e

. . o\ 4~ A2y [ <. 1 n ) —\2
= a estimativa de MV de (u, 0?) é (3, 6%) = (x, Ezi=1 (xi —x)? ).



Continuando, temos que

0° n
2 2
hi(p,0%) = 87#26(,%0 )= 52
2

2 j—
heo(p, %) - = 9(0?)? ﬂ(u, a 04 T 6 Z: 1

2 o o 1 n '
ma(n.0%) = 5 Ggatlno o)== (i n)

Logo, o determinante da matriz hessiana no ponto critico (1, 52) é

> 0.

s (.5 ool ) = [Pra( 820 = [~12] [~ 5] = 0F = 222

Além disso, note que
¢ hit(p,6%) <0;e
¢ h(p,8%) <.

Assim, (fi,52) é ponto de maximo da fungéo de verossimilhanga.



Exemplo

Seja (X1, Xz, . .., X») uma amostra aleatéria de (X|0) ~ U(0, 9), isto é,

f(xi|0) = %I[O,Q](x/) (devemos utilizar a funcao indicadora).

Assim, temos que

n

1

]
L(0) = f(x10) = [ | [ To,0) (i } = galoa(Xm) = 57l (0)-

i=1

e L(0) =1/6" é uma fungao decrescente em 6.

e Procuramos o menor valor de 6 tal que 6 > x; paratodoi=1,2,...

o Entdo, a estimativa é dada por 0 = x(,) = max Xi.
<ign

Portanto,
» o estimador de MV de # é dado por 6= Xiny = max Xj;

1<ign

> a estimativa de MV de 6 é dada por § = x(,) = max xi.
<ign



0.015
Il

L(e)
0.010

\ X(n)

0.005
Il

0.000

T T T T T T T T T T T T T T T
150 160 1.70 1.80 190 2.00 210 220
¢]

Figura: Fungédo de verossimilhanga de 6 no modelo X ~ 14(0, 6) para n = 10.

Ver exemplo_05.r



Estimacao por méaxima verossimilhanga

Para um determinado problema de inferéncia estatistica, o estimador de
maxima verossimilhanga pode néo existir ou ndo ser unico.

Exemplo
Seja (X1, Xz, . .., Xn) uma amostra aleatéria de (X|0) ~ U(6; 0 + 1), isto &,

f(xi0) = lo,o+1)(x1) € L(0) = H’[e o-+11(Xi) = Iy —1.x171(0),

poisd < x;ef+ 1> x;paratodoi=1,2,.

Note que L(6) é constante no intervalo [x(, — 1,x(1)]. Entéo, o estimador de
maxima verossimilhanga é qualquer valor neste intervalo.

Portanto, o estimador de maxima verossimilhanc¢a de 6 nao é unico!



Exemplo
Seja (X1, Xz, ..., Xn) uma amostra aleatéria da distribuigdo dada por

(mistura discreta de “N(0; 1)” e “A(u; 02)” com pesos iguais).

Temos que

L(N7 02) = H f(Xi|“7 02)'

i=1

Se tomarmos p = Xk, para Xk € {x1,Xz,...,Xn}, € o? = 0, entdo
L(p, 0®) — oo pois

2
f(Xk|p, 02) — oo € f(xi|p, 0%) — exp {f%’} para todo i # k.

1
Ver
Contudo, sabemos que o2 > 0.

Portanto, o estimador de maxima verossimilhanga de (1, 02) ndo existe!



Propriedade de invariancia do estimador de maxima verossimilhanga

Teorema
Se 0 € o estimador de maxima verossimilhanca de ¢ e se g é uma fungao
biunivoca, entdo g(6) é o estimador de maxima verossimilhanca de g(6).

Prova

Considere ¢ = g(6) como novo parametro e seja W 0 novo espago
paramétrico referente a imagem de Q sob a fungéo g. Seja também 6 = h(v)
a fungéo inversa de g. Entéo, f(x|h(v)) é a fungéo (de densidade) de
probabilidade expressa em termos de ¢ e a fungé@o de verossimilhanca é
dada por f(x|h(v))).

O estimador de maxima verossimilhanca ¢ de v sera igual ao valor de v que
maximiza f(x|h(+)). Como f(x|#) é maximizada quando 6 = 4, entdo segue
que f(x|h(z)) é maximizada quando h(v) = 6. Portanto, o estimador de
r;néximal verossimiAIhangaAzﬁ deve satisfazer a relagéo

0=h() < +P=g(0). 0



Definicao
Seja g(#) uma fungéao arbitraria do parametro 6, e seja G a imagem de Q2 sob
afungdo g. Paracadat € G, defina Gi={0:9(0) =t} e

L () = gneegfln f(x10).

Finalmente, defina o estimador de méaxima verossimilhanga de g(#) como 1,
em que

L*(t) = ?;%),(L (1).



Teorema

Seja 6 o estimador de maxima verossimilhanca de 6 e seja g(f) uma funcao
de 6. Entéo, o estimador de méxima verossimilhanga de g(0) é g(6).

Prova

Considere as quantidades definidas na pagina anterior: 0, g(9), G, t, Gi,
L*(t), te L*(1). Como L*(t) é o maximo de In f(x|6) sobre § em um
subconjunto de © e, como In f(x|0) 0 maximo sob todo o vetor ¢, entdo
sabemos que L*(t) < In f(x|d) paratodo t € G. Seja t = g(f). Note que
0 € G; ja que § maximiza f(x|6) para todo o vetor § e, também, maximiza

f(x|0) para 6 € G;. Portanto, L*(1) = In f(x|@) e T = g(#) é o estimador de
méaxima verossimilhanga de g(9).



Exemplo
Seja (X1, Xz, . .., Xn) uma amostra aleatéria de (X|u, 02) ~ N (u, 02).
Desejamos encontrar os estimadores de maxima verossimilhanca de o e de
E(X?|p,0%) = pi? + 0.

1

A A2 v n Y2
Sabemos que (7, 6%) = (X, EZ,':1(X’ - X) )

Assim, temos que

> 6=1052= 12” (Xi — X)2 é o estimador de MV de o; e
n i=1

> E(X2|,02) = 42 + 02 = ji? + 62 6 0 estimador de MV de E(X?|u, o2).

Note que /2 + 6% = %ZLX,?.



Consisténcia

Definicao
Suponha que para todo n suficientemente grande existe um Unico estimador
de maxima verossimilhanca de 6.

Entao, sob certas condigbes, a sequéncia de estimadores de maxima
verossimilhanga € uma sequéncia consistente de estimadores de 6.

Em outras palavras, a sequéncia de estimadores de maxima verossimilhanca
converge em probabilidade para o valor desconhecido do parédmetro 6
quando n — co.

Exemplo
Seja (X1, Xz, . .., Xn) uma amostra aleatoria de (X|u) ~ N (u,o5) com op
conhecido. Sabemos que i = X é o estimador de maxima verossimilhanca
de u. Além disso, temos que )

90

< i X — < lim =2 =0.
O\nILngoPr(‘X 'LL|>€)\nILngon€2 0

Portanto, X é um estimador consistente de .



Computag¢do numérica

Existem casos em que o estimador (estimativa) de maxima verossimilhanca
€ Unica, mas nédo existe forma fechada conhecida como fung¢éo dos dados.

Exemplo
Seja (X1, Xz, . .., X») uma amostra aleatéria de (X|a) ~ G(«; 1). Temos que
f(xla) = lj {ﬁxﬁq exp{—X,-}] — ()" {li x,-“_q exp{—nX}
o) = —ninl(a)+ (a— 1)2/":1 In(x;) — nx
d‘l;(aa) = —nrr/((g)) + Z; In(x;) = 0.

cuja solugao explicita ndo existe. Contudo, podemos recorrer a métodos
nNUMEricos.

Lembre-que (o) = / s "exp{—s}ds e p(a) = rr((z)) é conhecida como
0
a fungado digama.



K
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(@) u(a) = d() (b) £(a) = In L(c)
(0%

Figura: Método da bissegao para encontrar a estimativa de maxima verossimilhanga.

Ver exemplo_06.r



Estimacgéo pelo Método dos Momentos

Seja (X1, Xz, ..., X») uma amosta aleatéria de uma distribuigao que é
indexada por um vetor paramétrico 6 de dimensao k, e esta distribuicdo tem
pelo menos kK momentos finitos.

Paraj=1,2,...,k, seja u; = E(X'|0).
Suponha que u(0) = (u1(0), u2(0), . .., uk(0)) seja uma fungéo bijetiva de 6.
Seja H(p1, po, - . ., uk) @ fungéo inversa, isto é,

0 = H(1(8), 112(6), - . ., 1 (6)).

Defina os momentos amostrais (ordinarios) por
1 n j .
M,-:EZHX,., para j=1,2,... k.

O estimador de 0 pelo método dos momentos é H(M;, Mo, . .., M).

Observacao: quando um momento de ordem inferior ndo depender do(s)
parametro(s), devemos utilizar o momento de ordem imediatamente superior
(deve existir e ser finito). Por exemplo, veja exercicio sobre U/(—6, 9).



Exemplo

Seja (X1, Xz, . .., X») uma amostra aleatéria de (X|a) ~ G(«; 1) tal que
E(X|a) = a. Portanto, o estimador de o pelo método dos momentos é dado
por & = X.

Exemplo

Seja (X1, Xz, . .., X») uma amostra aleatéria de (X|a, 8) ~ G(«; ) tal que
2

« 2 « «
E(X|a,8) == e E(X|a,8)=— + —=5.
(Xlev, B) 3 (X%, B) 7T
Igualando-se a M; e a M», respectivamente, obtemos
2
(6% « «
M = E e M= ? + ?

Resolvendo o sistema em termos de « e 3, o estimador de («, 8) pelo
método dos momentos é dado por

M;
My — M2

M
My — M2

& =

e A=



Exemplo
Seja (X1, Xz, . .., Xn) uma amostra aleatéria de (X|0) ~ U(0; 6 + 1) tal que

E(X|0) =06+ 3 Portanto, o estimador de 6 pelo método dos momentos é

dado por § = X — %

Como visto anteriormente, temos que
X(n) — 1<60< X(1)-

Agora, suponha x = (0,2; 0,99; 0,01) uma amostra aleatéria de tamanho
n = 3. E facil verificar que x = 0,4, x1) = 0,01 e x5y = 0,99 tal que

—0,01 <6 <0,01.
Entéo, a estimativa de 6 pelo método dos momentos é dada por

é:yf%:o,4f0,5:fo,1,

e, consequentemente, esta fora do espaco paramétrico.



Teorema

Suponha que (X1, Xz, ..., X») seja uma amosta aleatéria de uma distribuicéo
que é indexada por um vetor paramétrico € de dimenséo k, que esta
distribuicéo tem pelo menos kK momentos finitos e que a fungao inversa H
definida anteriormente seja continua. Entao, a sequéncia de estimadores
pelo método dos momentos baseados em (X1, X, ..., X») € uma sequéncia
consistente de estimadores de 6.

Prova
Aplicagdes seguidas da lei dos grandes niumeros e do teorema de Slutsky.



Estatistica Suficiente

Definicao
Se T é uma estatistica e t € qualquer particular valor de T, entdo a
distribuicao condicional de (X1, Xz, ..., X,) dado T = t pode ser calculada a

partir da distribuicao conjunta f(x|¢). Em geral, essa distribuicdo dependera
de 6. Assim, para cada valor de t, havera uma familia de possiveis
distribuigbes condicionais correspondendo aos diferentes possiveis valores
de 6 € Q.

Contudo, pode acontecer que, para cada possivel valor de t, a distribuigao
condicional conjunta de (Xi, X, ..., X;) dado T = t, seja a mesma para
todos os valores de 6 € Q e, portanto, ela ndo depende do valor de 6. Neste
caso, diz-se que T é uma estatistica suficiente para o parametro 6.

T é uma estatistica suficiente se f(x|T =t,0) = f(x|T = 1).



Critério da fatoragao

Teorema

Seja (X1, Xz, . .., X») uma amostra aleatéria de uma distribuicdo com fungao
(de densidade) de probabilidade f(x|0) com 6 desconhecido e 6 € 2. Uma
estatistica T = r(Xi, X, ..., Xn) € uma estatistica suficiente se, e somente

se, a fungdo (de densidade) de probabilidade f(x|0) de (X1, Xz, ..., Xn)
puder ser fatorada da seguinte forma
f(x10) = u(x)v(r(x),0),

ara todos os valores X = (xq,X2,...,X,) € R"e 6 € Q.
) b )

e As fungbes u e v sdo ndo negativas.
e A fungdo u pode depender de x, mas nao de 6.

e A fungéo v dependera de 0 e dos valores observados x somente
através do valor da estatistica t = r(x).



Prova
Consideraremos apenas 0 caso em que as variaveis aleatorias sao discretas
tal que a distribuicdo de X = (X1, X, ..., X;) é dada por

f(x|0) = Pr(X = x]6).

(=) Suponha que f(x|#) possa ser fatorada como f(x|0) = u(x)v(r(x),0)
para todos os valores x € R” e # € 2.Para cada possivel valor de tde T,
seja A(t) o conjunto de todos os pontos x € R” tal que r(x) = t. Para
qualquer valor dado de 6 € Q, devemos determinar a distribuicao condicional
de X dado T = t. Para qualquer ponto x € A(t),

Pr(X = x|T = 1,0) = Pr(X = x10) _ f(x10)

Pr(T = t]6) ZyeAmf(y\e)

u(x)v(r(x),0) _ u(x)v(t,6)

ZyeA(,)U(y) v(r(y),0) ZyeAmu(y)v(t, 0)

u(x)

ZyeA(,)U(y)




Finalmente, para qualquer ponto x & A(t),
Pr(X =x|T =t0)=0.

Logo, a distribuicéo de X = (Xi, Xz, ..., X;) condicionala T = t e § ndo
depende de 0 e, portanto, T € uma estatistica suficiente para 6.

(«=) Por outro lado, suponha que T seja uma estatistica suficiente. Entéao,
para qualquer t de T, x € A(t) e qualquer 8 € Q, Pr(X = x|T = t,0) ndo
dependera de 6. Portanto, temos que

Pr(X =x|T =1t,0) =Pr(X =x|T =t) = u(x).
Se fizermos v(t,6) = Pr(T = t|0), entéo
f(x]0) = Pr(X = x|0) = Pr(X = x|T = t,0)Pr(T = t|0) = u(x)v(t,0).

Para qualquer valor de x tal que f(x|6) = 0 para todos os valores de 6 € Q, o
valor da funcéo u(x) pode ser escolhido igual a zero. O

Portanto, quando este critério for utilizado, basta verificar que a fatorizacdo
da definicao é satisfeita para todo x tal que f(x|#) > 0, para pelo menos um
valor de 0 € Q.



Exemplo
Seja (X1, Xz, ..., X») uma amostra aleatéria de (X|\) ~ P(A) tal que
E(X|A) = X. Sejat=r(x) = Z" X Mostraremos que

=

T=r(X)= Z;X,- € uma estatistica suficiente para \. Temos que

fxn) =] {W] - {H ,:.] exp{—MAJN ™).

Sejam
u(x):[ﬁ1] e v(tA) =exp{—m NP = exp{—nA}A".

X;!
i=1

Entao, pelo teorema da fatoragao, temos que

T= Zﬂ ,Xi éuma estatistica suficiente para ).
i



Corolario

Uma estatistica T = r(X) é suficiente se, e somente se, qualquer que seja a
distribui¢éo a priori, a distribui¢cdo a posteriori de 8 depende dos dados
apenas através do valor de T.

(Veja, por exemplo, pag. 13, aula_01.pdf; pag. 8 a 15, e aula_02.pdf.)



Exemplo

Seja (X1, Xz, ..., Xp) uma amostra aleatéria da distribuigdo com funcéo de
densidade de probabilidade dada por

f(x]0) = 0x° "I 4)(x), para 6 >0,
com 6 desconhecido.

Seja t = r(x) = [, Xi. Mostraremos que T = r(X) =[], X; é uma
estatistica suficiente para 6. Temos que

n 6—1 n n
f(x|0) = 6" [H Xf] {H ’[071](Xi)] =6"[r(x)]"" [H ’[0,1](Xf)] :
i=1 =1 =1
Sejam

u(x) = ﬁ Io(x) e v(t,0)=0"[r(x) " =6"t""".

Entéo, pelo teorema da fatoragdo, temos que

T =TI, X; éuma estatistica suficiente para 6.



Exemplo
Seja (X1, Xz, . .., X») uma amostra aleatéria de (X|0) ~ U(0,0) com 6 >0e

desconhecido tal que f(x|0) = %I[o’@](x).

Seja t = r(x) = x(». Mostraremos que T = r(X) = X, é uma estatistica
suficiente para 6. Temos que

f(x0) =6~" [H ’[o,e](Xi)} =0""lo,0) (X)) = 0 "lxy,00)(0)-
=1

Sejam
U(X) =1 e V(l‘7 9) = einl[x(n)’oo)(a) = 6’”1[,700)(9).

Entao, pelo teorema da fatoragao, temos que

T = max Xi = Xn) € uma estatistica suficiente para 6.
<i<n



Estatisticas Conjuntamente Suficientes

Definicao

Suponha que para cada € e cada possivel valor (t, &, . . ., t) de

(Ty, Tz, ..., Tx), a distribuigdo conjunta condicional de (Xi, Xz, ..., X») dado
(Th, Toy ..., T) = (4, b, - . ., &) N0 depende de 6. Entéo, (Ty, Tz, ..., Tk)
sao estatisticas conjuntamente suficientes para 6.

Teorema
Sejam (r1, r2, . .., k) fungdes de n variaveis reais. As estatisticas T; = r;(X),
paraj=1,2,...,k, séo estatisticas conjuntamente suficientes para 0 se, e

somente se, a fungdo (de densidade) de probabilidade f(x|0) puder ser
fatorada, para todos os valores de x € R" e 8 € , como

f(x|0) = u(x)v(ri(x), r2(x), ..., r(x),0).

m As fungdes u e v sdo ndo negativas.
m A fungdo u pode depender de x, mas néao de 6.

m A funcdo v dependera de 6 e dos valores observados x somente
através dos valores das k estatisticas t; = rj(x), paraj=1,2,... k.



Exemplo

Seja (X1, Xz, . .., Xn) uma amostra aleatéria de (X|u, 0?) ~ N (u, o%). Temos
que

fxlp, 0%) @wrﬂ”wﬂfﬂzwp{—ig ”(m—uf}

i=1

1 n
_ —n/2, _2\—n/2 X
= (@m (o) eXp{_202 it X F+ 22: 1% 20 }

Sejam

202 02 20°

com t; :27:1x,-et2:27 x?. Seja (T1, T2) = (Z Xi; Z X2)

Entao, pelo teorema da fatoragao, temos que

_ _ t t n?
wnﬂm”2emm%ﬁ:ww%mLi+ﬂfi}

(Ty, T2) sdo estatisticas conjuntamente suficientes para (u, o?).



Corolario

Suponha que as estatisticas (T1, Tz, .. ., Tx) sdo conjuntamente suficientes
para o vetor paramétrico 6. Se outras k estatisticas (77, T3, ..., T;) sdo
obtidas como transformacéo biunivoca de (T1, Tz, ..., Tx), entédo
(T{,T3,..., T;) também sdo conjuntamente suficientes para 6.

Exemplo
Seja (X1, Xz, . .., Xn) uma amostra aleatéria de (X|u, 02) ~ N(u, o%). Temos
que (T, T2) = (Z Xi; Z X2) sé&o estatisticas conjuntamente

suficientes para (p, o ).

H / AN V. 1 n g Y2 _ /
Considere (T{, T;) = (X, 521:1 (Xi — X)? ). Claramente, Ty = nT e

n - 2 o n 2 . —2 _ , 112
S X-XP=3" X¥-nX" = T=nT+nTT.
Como (T{, T3) tem relagéo biunivoca com ( Ty, T2), entdo

(T{, T;) sdo estatisticas conjuntamente suficientes para (i, o°).



Exemplo

Seja (X1, Xz, . .., X») uma amostra aleatéria de (X|a, 8) ~ U(«, B) com
—00 < a < 8 < oo desconhecidos. Temos que

n
1 1
f(x|a,8) = H{m’[a,m()ﬁ) :W’[a,m(xm)’[a,m(X(n))
i=1
)
= Wl(foo,xm)](a)l[x(n),oo)(/g) com Xy < Xy, n=2.
Sejam

1
(B—a) a)"
comt = X(1) = min1<,<,,x,- eb= X(n) = maxigign Xi- Seja

(7-17 Tz) = (mln )(,, max )(,) = ()((1),X(n)).

1<i<n 1<ign

u(x) =1 e V(t1,t2, 7ﬁ) 00711](a)l[t2,00)(5)7

Entao, pelo teorema da fatoragao, temos que

(Ty, T2) sao estatisticas conjuntamente suficientes para («a, 3).



Definicao

Suponha que (X1, Xz, ..., X») formam uma amostra aleatéria de alguma
distribuicdo. Sejam X1y a menor observagéo, X2y a segunda menor, até X,
a maior observagédo da amostra. As variaveis (X, Xr2), ..., X(;) s@o
chamadas de estatisticas de ordem da amostra.

Teorema

Suponha que (X1, Xz, ..., X») formam uma amostra aleatéria de uma
distribuicao para a qual a fungdo (de densidade) de probabilidade é f(x|0).
Entéo, as estatisticas de ordem sé@o conjuntamente suficientes para 6.



Prova
Sejam (x(1), X(2) - - - » X(n)) 08 valores das estatisticas de ordem. A func&o (de
densidade) de probabilidade conjunta € dada por

f(x10) = [ ] f(xil6).
i=1

Como a ordem dos fatores no produto é irrelevante, podemos escrever

f(x|0) = Hf »16).

Como f(x|6) depende de x somente através dos valores (X1, X2), - - - , X(n))»
entdo (Xq), X2), - - -, X(n)) S80 conjuntamente suficiente para 6. a

Para algumas distribuicoes as estatisticas de ordem formam o conjunto
mais simples de estatisticas conjuntamente suficientes.



Estatistica Suficiente Minimal

Definicao

Uma estatistica T é uma estatistica suficiente minimal se:
e T & estatistica suficiente; e
e T é fungdo de qualquer outra estatistica suficiente T'.

Dado uma amostra aleatéria X = (X1, Xz, ..., Xn), definimos T = r(X) e
T = r'(X).

Dizer que T é uma fungéo de T’ significa que se r'(x) = r'(y), entdo
r(x) =r(y).

Definicao
Um vetor de estatisticas T = (Ty, T, ..., Tx) s@o estatisticas conjuntamente
suficientes minimais se:

m as coordenadas de T sdo estatistica suficientes; e

m T é fungéo de qualquer outra estatistica conjuntamente suficiente.



Exemplo
Seja (X1, Xz, ..., X») uma amostra aleatéria de (X|\) ~ P(A) com A
desconhecido.

Temos que
— n . / —
T = E i:1X, e 1 =X

sA0 estatisticas suficientes com T{ como fungéo de T;. Logo, T; é uma
estatistica suficiente minimal. Por outro lado, T{ também é uma estatistica
suficiente minimal.

n n . ra 7 ~ s .
Note que T1 = E ) 1X,- = E ) 1X(,-), isto €, Ty é uma funcéo das estatisticas
1= 1=

de ordem (X(1y, X2), - - - , X)) Que s&o conjuntamente suficientes. Portanto,
T1 € minimal.
Contudo, as estatisticas de ordem (X(1), X2, - - ., X(n)) N&0 sé&o estatisticas

conjuntamente suficientes minimais porque nao é possivel escrevé-las como
funcao de T;.



Teorema

Seja f(x|0) a fungéo (de densidade) de probabilidade conjunta de uma
amostra aleatéria X = (X1, Xz, ..., X»). Suponha que existe uma fungao
T(x) tal que, para quaisquer dois pontos amostrais x e y, a razéo
f(x|0)/f(y|0) é uma constante como fun¢édo de 6 se, e somente se,
T(x) = T(y). Entao, T(X) é uma estatistica suficiente minimal para 6.

Prova

Veja Theorem 6.2.13 e sua prova na Seg¢ao 6.2 da pagina 281 de Statistical
Inference, 2™ Edition, Casella, G. and Berger, R. L., 2002, Thomson
Learning.



Exemplo
Seja (X1, Xz, ..., Xp) uma amostra aleatéria de (X|\) ~ P(\) e considere
dois pontos amostrais x e y. Entao,

oy E [w} [n,; l} exp{ AN

f(y|)‘) o n eXp{_)\})\yi
i {71
Yi

= yl Ar(x r(y)7
i=1 X'I

com r(x) = Z xier(y) =

Arazdo f(x|\)/f(y|\) sera uma fungao constante de X se, e somente se,

r(x) = r(y). Portanto, T = r(X) = Zn | Xi é uma estatistica suficiente
1=
minimal para .

} : {HL %} exp{ -\ W




Exemplo

Seja (X1, Xz, . . ., Xn) uma amostra aleatéria de (X|u, 0?) ~ N(u; %) e
considere dois pontos amostrais x e y tal que (x, sz) e (¥, Sy) sdo as
respectivas médias e variancias amostrais. Entéo,

_n 1 _
M (270?) "2 exp {—@ [n(x — p)? + (n—1)s%] }

f(ylw.o®) (2mo2)—n/2 exp {—ﬁ [n(y — p)? + (n—1)sj] }

exp {_é [n(y2 — V) —2u(X =) + (n—1)(sk — 55)} }

Esta raz&o sera uma fungao constante de (1, 0?) se, e somente se,
(x,s%) = (¥, sy). Portanto, T = (X, S§) € uma estatistica suficiente minimal
para (u, o%).

v _ 1 n : o 1 n w2
Lembre-se que X = BZI:1)(I e Sy = ﬁZH (X — X)2.



Estimadores de Bayes e de maxima verossimilhanga como estatisticas
suficientes

Nos teoremas a seguir, sejam (X1, Xz, . .., X,) uma amostra aleatéria de uma
distribuicdo com funcéo (de densidade) de probabilidade f(x|0) em que o
valor de 0 é desconhecido e 6 € Q.

Os teoremas a seguir podem ser estendidos para o caso do vetor
paramétrico 0 e das estatisticas conjuntamente suficientes
T=(Th, To..., Tk).

Teorema

Seja T = r(Xi, Xz, ..., Xn) uma estatistica suficiente para 6. Entéo, o
estimador de maxima verossimilhanga @ de 6 depende das observagdes
X = (Xi, Xz, ..., X,) somente através de T. Além disso, se § é uma
estatistica suficiente, entdo 8 é uma estatistica suficiente minimal.



Prova

Pelo critério da fatoracéo f(x|0) = u(x)v(r(x),0). O estimador de maxima
verossimilhanca € o valor de 6 que maximiza f(x|0) e neste caso o valor que
maximiza v(r(x),¢). Como v(r(x), #) depende da amostra somente atraves
de r(x), entdo § dependera da amostra somente através de r(x). Assim, o
estimador 6 é fungdo de T = r(X). Se @ é estatistica suficiente, entdo 0 sera
estatistica suficiente minimal.



Exemplo

Suponha que (X1, Xz, ..., X») seja uma amostra aleatéria de
(X|p, 02) ~ N(p, 0®). O estimador de maxima verossimilhanga de (u, 02) é

dado por
sy (v I vy e
(1.6 = (% 130,06~ %),
que sao estatisticas conjuntamente suficientes.

Note que (7, 52) sdo fungdes da estatistica conjuntamente suficiente

(71, T2) = (27:1)6’27:1)(’2) '

Portanto, (1, 5%) s&o estatisticas conjuntamente suficientes minimais.



Teorema

Seja T = r(Xi, Xz, ..., Xn) uma estatistica suficiente para 6. Entéo, todo
estimador de Bayes § de ¢ depende das observagdes X = (X1, Xz,...,Xn)
somente através de T. Além disso, se § é uma estatistica suficiente, entdo 6
é uma estatistica suficiente minimal.

Prova
Seja f(0) a distribuicdo a priori de 6. A distribuicao a posteriori de 0 pode ser
escrita como

f(0]x) o< f(x]|0)f(6) = u(x)v(r(x),8)f(0) x v(r(x),0)f(6).

Portanto, f(0|x) depende de x = (x1, Xz, ..., X») Somente através de r(x).
Como o estimador de Bayes ¢é calculado a partir da posteriori, o estimador
de Bayes também dependera da amostra através de r(X). Ou seja, o
estimador de Bayes # é uma fungdo de T = r(X) e, se A é uma estatistica
suficiente, entao sera estatistica suficiente minimal.



Exemplo (tempos de vida)
Seja X = (X1, X2, ..., Xn) uma amostra aleatéria de (X|\) ~ E(N\) e
A ~ G(a, b). Temos que

f(x|\) = A" exp {—=AnX} = u(x)v(r(x), ),
com u(x) =1 e v(r(x),\) = \"exp {—Arnix}. Logo, r(X) = X é uma
estatistica suficiente minimal.
Note que a distribuicdo a posteriori € uma fungédo de X. Assim, temos que
FAIX) oc A" exp {—=AnX} A% exp{—bA} o< A" exp{—(b + MX)A}Hj0,00)(A).
Entao, reconhecendo a forma deste nucleo, temos que

b+ nx)mA _
() = P oA exp{—(b+ Ao (V).

ou seja, (A|x) ~ G(n+ a; b+ nx). Assim, média, mediana, moda, etc. a

posteriori dependera somente de r(X) = X. Por exemplo, E(\|X) = bn++ ay
n

€ uma estatistica suficiente minimal.



Erro quadratico médio de um estimador

Suponha que (X1, Xz, ..., X») seja uma amostra aleat6ria de uma
distribuicdo com funcéo (de densidade) de probabilidade f(x|0), com 6
desconhecido e 6 € Q.

Para cada variavel Z = g(X), seja Eo(Z) = E(Z]9) o valor esperado de Z
calculado com respeito a fungdo (de densidade) de probabilidade f(x|6). Por
exemplo, se f(x]0) & uma fungdo de densidade de probabilidade, entdo

Eo(9(X)) = E(Q(X)|0)://-~-/g(x)f(x\&)dx1dx2...dx

Suponha que desejamos estimar uma fungéo h(6). Para cada estimador
6 = §(X) e todo o valor de 6 € Q, denote por R(6,0) o erro quadratico
médio de § calculado com respeito ao valor dado de 6. Assim,

R(9,6) = Eq ([5(X) — h(6)] ) —E ([o( 0)] ‘ )

Desejamos encontrar um estimador 6 = §(X) para o qual o erro quadratico
médio é pequeno para tal valor de 6 € Q ou, pelo menos, para um grande
numero de valores de 6.



Esperanga condicional quando uma estatistica suficiente é conhecida

SejaT= (T, Tz,..., Tx),com T, = ri(X) paraj=1,2,..., k, uma estatistica
conjuntamente suficiente para 6. Defina o estimador do(T) através da
seguinte esperanga condicional:

do(T) = Eo(6(X)|T) = E(6(X)|T, 0).

Como T é uma estatistica suficiente, entdo f(x|T = t,0) = f(x|T = t), para
todo 6 € Q. Portanto, E¢(6(X)|T) serd a mesma para todo 6, ou seja, do(T)
depende de T, mas ndo de §. Assim, concluimos que

do(T) = E(6(X)[T),

é um estimador de 6.



Teorema

Seja 6 = 6(X) um estimadorde e T = (T4, T, ..., Tx), com T; = rj(X) para
j=1,2,..., k, uma estatistica conjuntamente suficiente para 6. Defina

d(T) = E(6(X)|T). Entao, para todo ¢ € Q, temos que

R(9,80) < R(B,5).

Prova
Se R(0, ¢) é infinito para um dado valor de 6, entdo a desigualdade é
automaticamente satisfeita. Suponha que R(0, §) < co. Sabemos que

E, ([5(X) - 912) > [Eo(5(X)) — 62,

pela desigualdade de Jensen para fungdes convexas (g(x) = (x — 6)?). Pelo
mesmo argumento,

Eo (60X) — 0P| T) > [Eo(6(X)|T) — 6 = (5o(T) ~ 0)°.



Tomando-se o valor esperado Ey de cada lado, temos que

R(9,50) = Eo ((6o(T)~0)°) <Eo (Eo (15(X) - 0F|T))
= E ([00X) - 6F) = R(6,9),
para todo valor de 6 € Q. O

O teorema acima pode ser estendido ao caso de vetor paramétrico 6.

Um resultado similar vale se R(, §) é definido como erro absoluto médio, ou
seja, Eo (|6(X) —6]).



Estimador inadmissivel

Definicao

Assuma que R(0, ) = Eq ([6(X) — h(6)]?) ou R(8,5) = Eq (|6(X) — h(6)]).
Dizemos que um estimador J(X) é inadmissivel se existe outro
estimador §o(X) tal que R(9,d0) < R(0,4), paratodo 6 € Q e na
desigualdade estrita para pelo menos um vetor de 6.

Sob essas condigdes, dizemos que o estimador §o(X) domina 4(X). Um
estimador dy(x) é admissivel se ndao é dominado por nenhum outro
estimador.

Entéo, o teorema anterior pode ser lido da seguinte forma:

e Um estimador §(X) que ndo é fungdo apenas da estatistica suficiente T
€ inadmissivel se o estimador do(T) = E (6(X)|T) domina §(X).



Exemplo

Seja (Xi, Xz, ..., Xn) uma amostra aleatéria de (X|u) ~ N (u, 03) com
desconhecido e o3 conhecido. Mostre que a mediana amostral, m(X), é um
estimador inadmissivel para .

Temos que
n
o Ty = Z;:1X’ € uma estatistica suficiente para pu; e

e T, = X é uma estatistica suficiente para p.

Como T3 é funcdo de Ty, entdo X é uma estatistica suficiente minimal para
. Como m(X) (mediana amostral) ndo é uma estatistica suficiente, ela sera

dominada por X.

Assim, de acordo com o teorema anterior, qualquer fungéo de ¢(X) = m(X)
(mediana amostral) sera dominada por alguma fungéo de X. Portanto,
0(X) = m(X) é um estimador inadmissivel (para ).



Exemplo

Seja (X1, Xz, . .., Xn) uma amostra aleatéria de (X|u, 02) ~ N (p, 0%) com p e
o2 desconhecidos. Mostraremos que a amplitude amostral,
A(X) = Xn) — X(1), € um estimador inadmissivel para o.

Temos que

m(Tq,T2) = (Z Xi, Z Xz) sdo estatisticas conjuntamente
suficientes para (u, a?); e

(T, T3) = (7, %Z; (Xi — 7)2> sA0 estatisticas conjuntamente

suficientes para (u, 02).

€ uma estatistica suficiente para o.

Além disso,

Assim, de acordo com o teorema anterior, A(X) = X — X(1) € um estimador
inadmissivel (para o).



Distribuicdo amostral de uma estatistica

Definicao
Seja (X1, Xz, . .., X») uma amostra aleatéria de uma distribuicdo com
parédmetro desconhecido . Como a estatistica T = r(Xi, Xz,..., X;) é uma

funcao de variaveis aleatérias, entdo T € uma variavel aleatéria e sua
distribuigcdo pode ser obtida a partir da distribuicdo conjunta de

(X1, Xz, ..., Xn). Essa distribuicdo é conhecida como distribuicao amostral
da estatistica 7.

Como 6 é uma estatistica e um estimador de 6, entdo é possivel, em
principio, encontrar a distribuigdo amostral de 6.



Exemplo®

Seja (X1, Xz, . .., Xn) uma amostra aleatéria de (X|u) ~ N (u; o2) com
desconhecido e o conhecido. Sabemos que /i = X é o estimador de . pelo
método dos momentos e pelo método da méxima verossimilhanca. Como X
€ uma combinacéo linear de normais, temos que

2
Yw/\/’(u; %).

Exemplo’

Seja (X1, Xz, ..., Xn) uma amostra aleatéria de (X|0) ~ U(0; 6) com 6
desconhecido. Sabemos que 6 = X, € o estimador de maxima
verossimilhanca de 0. Defina W = X;;. Enté&o,

fu(w) = nix(w)Fx(w)"" =l [%]" = %

<w<é.
Ak para 0<w<¥6

3Consulte apendice.pdf


http://www.im.ufrj.br/ralph/inferenciaestatistica1/apendice.pdf

Para que serve a distribuicao amostral?

Suponha que o interesse em determinado problema de inferéncia esteja na
distribuicao a posteriori de 6. Assim, poderiamos calcular a seguinte
probabilidade:

Pr(|0 — 6| < ¢).

Contudo, antes de se observar a amostra, ambos 4 e 6 §éo aleatérios e a
probabilidade acima envolve a distribuicdo conjunta de 6 e 6.

A distribuicdo amostral nada mais é do que a distribuicio de d dado 6. Pela
lei da probabilidade total, temos que

Pr(jd — 6] <) =E (Pr(\é —0 < e|e)) .



Para que serve a distribuicao amostral?

A distribuicdo amostral pode ser util quando desejamos selecionar um
tamanho de amostra a ser utilizado.

Exemplo

Seja (X1, Xz, . .., Xn) uma amostra aleatéria de (X|u) ~ N (u; 4) com p
desconhecido e o2 = 4 (conhecido). Qual deve ser o tamanho da amostra
para que E(|X — u/?) < 0,1 para todo pu?

Sabemos que X ~ N (M: %)

Note que E(|X — u|?) = Var(X) =

S

<0,1.

Portanto, a condigéo sera satisfeita se n > 40.



Exemplo

Seja (X1, Xz, . .., X») uma amostra aleatéria de (X|u) ~ N (u; 4) com p
desconhecido e o2 = 4 (conhecido). Qual deve ser o tamanho da amostra
para que E(|X — p[) < 0,1 para todo p?

Defina a variavel aleatéria padronizada Z = /n(X — 11)/2 e note que

2

E(IX — ul) = ==E(|Z]) < 0,1.
(IX = ul) NG (121)
Assim,
e’} 1 22 co 5
E(1Z]) = / |z|ﬁexp<_5>dzzﬁ ozeXp<_?>dz
e (D[]
= /= p(-% =\/2.
0
v 2 2 2
E(IX—ul) = %X ;:2 7<0,1.

Portanto, a condigéo sera satisfeita se n > 255.



Distribuicdo qui-quadrado

Seja X uma variavel aleatéria com distribuicdo qui-quadrada com
(parametro) n graus de liberdade. Entao, a fungédo de densidade de
probabilidade é dada por

1

) = ey P X /2o )
E(X) = n
Var(X) = 2n
W(s) = (1-25)"?
oty = (1—2it)~"2.

Denotaremos a distribuicdo qui-quadrada com n graus de liberdade por x2.

Note que x2 = G(n/2; 1/2) para n inteiro positivo.



Teorema

Se Xi, X, ..., Xk s@o varidveis aleatérias independentes tal que X; ~ X%,-
paraj=1,2,...,K,e W=X; + Xo + - - + Xk, entdo W ~ x2, em que
m=m+n:+---+ Ng.

Prova
Poderiamos provar por indugéo utilizando transformadas de variaveis
aleatérias, mas utilizaremos fungéo caracteristica. Segue-se que

pw(t) = Ew(exp{itW}) = Ex, x,...x(exp{it(Xi + Xo + - + Xk)})
Ex, (exp{itXi})Ex, (exp{itXo}) . . . Ex, (exp{itXx})
= ox(ex (1) .. ox (1)
= (1—2it)""2(1 —2it) =% (1 - 2it) /2

= (1-2i) "= (1/12/3 ,.t)m/z,

emquem=nmn +no+---+ Ng.

Portanto, W ~ G(m/2; 1/2) = x2.



Teorema
SeZ~N(0;1)e Y = 2% entdo Y ~ 3.

Prova
Fy(y) = Pr(Y<y)=Pr(Z2<y)=Pr(—/y<Z<Yy)
= PrZ<y)—PrZ < —Vy) = Fz(V¥) = F2(=V9)-
Logo,
) = D - )+ gtV
= _y 1/2 (27T) 1/2exp{ M;F}+}/;/(2ﬂ)1/2exp{(—?)2}

1/2)1/2
- (r{1;2 y2 ew {5 Hioo)

Portanto, Y ~ G(1/2; 1/2) =2



Exemplo
Seja (X1, Xz, . . ., Xn) uma amostra aleatéria de (X|o?) ~ N (uo0; o) com suo

conhecido e o2 desconhecido. Sabemos que M? = Ezn (X — uo)2 éo

i=1
estimador de maxima verossimilhanca de o2.

Defina Z = (Xi — ) /o, parai=1,2,...,n. Entdo, (£, 2,...,2Z,) € uma
amostra aleatéria de Z; ~ N(0; 1) e, consequentemente,

nM? n
Wo= "5 =2  Z ~xa=0(n/2: 1/2).

211/2
oW ~G (n n ) (veremos a seguir) .

Zoe, . 2 .
E facil mostrar que M= = 5" 52

Evitamos o uso da notagéo 42 como estimador de méxima verossimilhanca
de o2 para facilitar o desenvolvimento dos resultados.



Distribuicdo de M?

Sejam Y = n:gz N9<g; %)evfazTY:Mz
Entao,
ST Wy
W = = (%) 5
- SR
Portanto, V ~ 9(2 2n2) isto &, M2Ng(2 222)



Distribuicdo conjunta da média amostral e da varidncia amostral

Teorema
Seja (X1, Xz, . . ., Xn) uma amostra aleatéria de (X|u, o) ~ N (u; o?). Entéo,

n —
_ 2 (X=X
)(f\J_/\/’(’LLv %) e ZI:1_NX$1—17

o2

e sdo variaveis aleatérias independentes.

Note que as distribui¢cdes sdo condicionais ao conhecimento dos
parametros, (i1, o), embora os mesmos sejam desconhecidos.

A seguir, alguns conceitos para conseguirmos provar este teorema.



Matrizes ortogonais

Definicao
Uma matriz A, de dimens&do n x n, é ortogonalse A~ = AT, emque A" éa
matriz transposta de A.

Em outras palavras, temos que

e uma matriz A é ortogonal se, e somente se, AAT =ATA=1Iem que /
é a matriz identidade de dimensédo n x n; e

e uma matriz A é ortogonal se, e somente se, a soma dos quadrados dos
elementos de cada coluna ¢ igual a 1, e a soma dos produtos dos
elementos correspondentes em quaisquer colunas diferentes é igual a
0. O mesmo vale para as linhas de A.



Propriedades de matrizes ortogonais

Teorema
Se A é uma matriz ortogonal, entéo | det A| = 1.

Prova

Para qualquer matriz quadrada A, temos que det A = det A" . Além disso, se
B é uma outra matriz quadrada, entéo det AB = (det A)(det B). Assim,

det AAT = (det A)(det AT) = (det A)2. Por outro lado, se A é uma matriz
ortogonal, entdo AAT = I. Segue-se que det AAT = det/ = 1. Portanto,
(det A)? = 1, ou equivalentemente, |det A| = 1.



Propriedades de matrizes ortogonais

Teorema
Considere dois vetores aleatérios de tamanho n,
X4 Y
X2 Y2
X=1. e Y= ,
Xn Yn

e suponha que Y = AX, em que A é uma matriz ortogonal. Entao,
n 2 n 2
ZI‘:1Xi o Z,':1 Yi

Prova
Como A é uma matriz ortogonal, temos que

" v  yTy __ wTaT vy _ oy
S YE=YIY=XTATAX=X"X=3" X



Essas duas propriedades implicam que se um vetor aleatério Y é obtido a
partir de uma transformagao ortogonal de um outro vetor aleatério X,
Y = AX, entdo o valor absoluto do jacobiano da transformagao é 1 e

27:1 Yi2 = 27:1 Xiz-

Teorema

Sejam Xi, Xz, ..., X, variaveis aleatérias independentes tal que

Xi ~N(0; 1),parai=1,2,...,n. Sejam A uma matriz ortogonal de
dimensdo n x ne Y = AX. Entdo, as variadveis Yi, Ya, ..., Y, também sdo

independentes tal que Y; ~ N (0; 1),parai=1,2,...,n,e
27:1 Yi2 = 27:1 Xiz-



Prova
Temos que

x)_HfX, (2m) "/Zexp{—%z;x,?},

para x; € R,i=1,2,...,n. Ao aplicar a transformada linear, obtemos que

o) = gz AY)

Seja x = A~'y. Como A é ortogonal, entdo | det A| = 1 (jacobiano) e
I, YR =37, X?. Portanto,

o) = 2n) e {33 7).



Prova (do Teorema da pag. 116)

Seja (X1, Xz, . .., X») uma amostra aleatéria de X ~ N(0; 1) e defina o vetor
linha de tamanho n por

1 1 1
Uu=|— —...—|.
[ﬁ vn ﬁ}
Como "7, u? = 1, entlo é possivel construir uma matriz ortogonal A de
modo que u seja a primeira linha de A (método de Gram-Schmidt).

Assumindo que A tenha sido construida, definimos Y = (Y3, Y, ..., Y;) tal
que Y = AX. Assim,

n:uxzz;%x/:ﬁi (1)

Pelo teorema anterior, sabemos que .7, Y? = 37, X?. Portanto,

PDURGED DIRGERGED DIFENC S) SIRE T

ou seja,



noye n w2
DL YE=EY S (X=X (2)
Como (Y1, Yz, ..., Ya) séo independentes, entdo Y; e 37, Y? também s&o

independentes. Segue-se das Equagdes (1) e (2) que X e "7, (Xi — X)?
sao independentes.

Pelo teorema anterior, (Y1, Y, ..., Ys) sdo independentes e Y; ~ N(0; 1),
parai=1,2,...,n. Logo, 3.7, Y7 ~ x3_, e isto implica que

SL(Xi = X)? ~ xa

Agora, seja (Xi|p, 02) ~ N(u; o) e defina Z; = Xi— K oparai=1,2,...,n

Sabemos que Z = (X — u)/oe .1 (Z — Z)? = [ZL (X — 7)2] /o? s@o
independentes com Z ~ N(0; 1/n) e Y7 ((Z — Z)% ~ x5_4-

Logo, X e 1—2 S, (Xi — X)? s@o independentes e
a

n —
_ 2 S (X = X)?
X’\/J’\/ (H" 1) e Z’*% in71.

n o



Exemplo
Seja (X1, Xz, . .., Xn) uma amostra aleatéria de (X|u, 02) ~ N (u; o2).
Sabemos que a fungéo caracteristica de X é dada por

242
. t
oxt) = oo {1~ I}
Agora, considere X como estimador de p. Entéo,

ex(t) = Ex(exp{itX}) = Ex, x....x(exp{it(X + Xo + -+ + Xn)/n})
Ex; (exp{i(t/n)Xi})Ex, (exp{i(t/n)Xe}) - - - Ex, (exp{i(t/n) Xn})
ex, (8/N)px, (/1) - - ox,(t/ 1)

ﬁeXP{i(t/n)u— M} =exp{it,u— %}

2
Portanto, (X|u, 0?) ~ N (u; %)

2
Note que E(X|u,0%) =p e Var(X|u,o?) = %



Exemplo

Seja (X1, Xz, . .., Xn) uma amostra aleatéria de (X|u, 02) ~ N (u; o2). Agora,
considere o estimador

2 1 n V)2
S = n_1zl_:1(X,—X)

para o parametro o2.

2 X=X
L

Vimos que ~ x2_4. Portanto, temos que

n—1)s?

Segue-se que
2
E (7(”;;)3 ) —n—1 = E(&%o?) =0
2q*
n—1’

o2

Var(w>:2(n—1) = Var(§%o®) =



Exemplo
Seja (X1, Xz, . .., Xn) uma amostra aleatéria de (X|u, 02) ~ N (u; o2). Agora,
considere o estimador de maxima verossimilhanga dado por

2 I oy wye
& _—Zi:1()(,—X).

n
para o parametro o (com u desconhecido).

" (X = X)?
Vimos que =1 e ~ x2_4. Portanto, temos que
n&z 2
0_2 ~ Xn—1

Segue-se que

E(n&z):n—1 N E(&Z\Uz):w.

2(n—1)c*
T e

g
A2
Var (r;g ) =2(n—1) = Var(8®|o?)



Distribuicdo de S?

2 2
- - 4
Agora, sejam y-(n=1S Ng<” 1;1>evz oY _ g

Entao,

Fu(v) Pr(ng):Pr(;:ZY <v):Pr(Y<(”_1)")

_ Fy((nf;)v). a
fu(v) = M:fy(("—w) (n—1)

av o2 o2
(0= 1) (1/2)"2 [ W] ¢ ()
- U e ] e

[(n—1)/(20*)]"" V"2 (n)2- (n—1)v
Fin—11/2) y(n=1/2 1exp{7 552 }

n—-1 n-1
Portanto, V ~ g( 5 5z )




Estimagédo da média e do desvio padrao

Exemplo
Seja (X1, Xa, . . . , Xn) uma amostra aleatéria de (X|u, 02) ~ N (u; 02) com

(71,6) = (X, VAT (- X)2> ,

o estimador de maxima verossimilhanga de (i, o).

Qual é o menor tamanho de amostra n para que

o o 1
i — e~ - >=7
Pr(|u u|<5, |& <7|<5)/2



Temos que [z e & sdo independentes. Logo,

Pr(m—u\<%; \&—a\<%):Pr(m—u\<%)Pr(\&—a|<%)2%.

Segue-se que

W(m—uw<%) _ Cuaul<;) r(wﬂi*u\<%?)
w1 ) =2 (L) 1,

em que ¢ ¢é a f.d.a. da normal padréo, e
A o o . o\ 40 60
Pr(|a—a\<§) Pr(—g<0—a<g)—Pr<5 <F< 5)
16n _ ng® _ 36n
= A G iy
Pr( 25 S o2 S 25 )

Pr(0,64n < X < 1,44n) = p»

em que X é uma variavel aleatéria tal que X ~ x2_,. Entdo, queremos
encontrar o menor valor de ntal que py x p» > 0,5.



Tabela: Valores de p1, p> € p1 x po para diferentes valores de n.

n P1 P2 P1 X P2
2 0,2227026 0,1682130 0,03746147
3 0,2709655 0,2675678 0,07250164
4 0,3108435 0,3406564 0,10589083
5 0,3452792 0,3992418 0,13784988
6 0,3757939 0,4483605 0,16849112
7 0,4032988 0,4906854 0,19789284
8 0,4283924 0,5278313 0,22611891
9 0,4514938 0,5608617 0,25322554
10 0,4729107 0,5905216 0,27926402
" 0,4928775 0,6173583 0,30428204
12 0,5115777 0,6417880 0,32832441
13 0,5291583 0,6641368 0,35143349
14 0,5457398 0,6846659 0,37364942
15 0,5614220 0,7035891 0,39501036
16 0,5762892 0,7210835 0,41555264
17 0,5904133 0,7372985 0,43531085
18 0,6038561 0,7523613 0,45431798
19 0,6166715 0,7663813 0,47260550
20 0,6289066 0,7794535 0,49020345
21 0,6406032 0,7916608  0,50714049
22 0,6517983 0,8030766 0,52344400
23 0,6625250 0,8137657 0,53914014
24 0,6728131 0,8237858 0,55425387
25 0,6826895 0,8331886 0,56880908
26 0,6921785 0,8420206 0,58282858
27 0,7013024 0,8503238 0,59633418
28 0,7100815 0,8581362 0,60934671
29 0,7185345 0,8654924 0,62188612
30 0,7266783 0,8724238 0,63397146

Ver exemplo_07.r



Distribuicao f-Student

Seja X uma variavel aleatéria com distribuicdo t-Student com parametros
localizac&o (posi¢do) u, de escala o2 e v graus de liberdade. Ent&o, a fungéo
de densidade de probabilidade é dada por

1
F(L; > (x — p)? —(v+1)/2
fx(x) = ” 3 <1+ W? ) , XER,
— _ 1/2
r(z)r(z)u o

emquepeR, v>0e0?>0.

Mediana(X) = u
Moda(X) = p
E(X) = u, se v>1
Var(X) = Vizoz, se v>2.

Denotaremos a distribuicao t-Student por t, (i1, 02).



Teorema
Se Z e W séo variaveis aleatérias independentes tal que Z ~ AV(0; 1),
W~x2e

V4

T= ,
W/n

entdo T ~ t,(0; 1).

Prova

Fr(t) = Pr(T< < tv/W/n)
/ Pr(Z < tw/w/n‘ W = w)fw(w)dw
0

/w¢(t\/w/n)fw(w)dw.
0



fr(t) 3’:87't(1‘) _ %/?¢(fM)fW(W)dw

:O%¢(tm)fw(w)dw = /:Oqﬁ(t\/wi/n)\/gfw(w)dw

1 oo 1 2
= (n+1)/2—1 —wifi, B
F(n/2)r(1/2)2(n+1/2p1/2 /O w eXP{ w3 ( + n)}dw

- r((n+1)/2) 2 ~(rt/2
- F(n/’c‘)r(1/2)n‘/2<1+,,> , tER

Portanto, T ~ t,(0; 1).

Teorema
Suponha que T, ~ t,(0; 1) seja uma sequéncia de varidveis aleatorias.

Entdo, T, 2 Z quando n — co em que Z ~ N(0; 1).



Prova

- - - r((n+1)/2) 2 —(n+1)/2
A0 = I 22 (1 ’ F>

o\ —m 5\ —1/2
_ 1 lim r(m+1/2) 1+L 1+L
21721 (1/2) m—oo [(m)ymi/2 2m 2m

— 1 ex {_ﬁ} pois
ver L 2)

r(m+1/2)
m ———
m— oo r(m)m1/2

= 1 (Férmula de Stirling)

3
83
-
+
N~
Sl
N——
$
Il

2
exp {_;} (m”_rgou +100)/m)~" = eXp{_f(X)}>

2 —1/2
lim (14— = 1
m— oo 2m



N(©O; 1)
b

0.4

ts

f(x)
0.2

0.1

0.0

Figura: Distribuigao t-Student com diferentes graus de liberdade e a normal padréao.

Ver exemplo_08.r



Exemplo
Seja (X1, Xz, . . ., X») uma amostra aleatéria de (X|u, 02) ~ N (u; 02). Agora,
sabemos que

Z:L(zf”) NO;1) e Y= (;2

~ Xn 1
com Z e Y independentes.
Assim,
Z
T= v ~ t,_1(0; 1)
n—1
Outras formas:
V(X —p) SR~ -
T = g ( :u’ \/B( _:U’) ~ tn—1(0' 1)

né?

> X=Xy
n—1



Exemplo
Seja (X1, Xz, . .., Xn) uma amostra aleatoria de (X|u, 0%) ~ N (; o).
Considere (X; S?) como estimador de (u, 02). Sabemos que

vV 2
Z:MNN(O;U e y:wwxfﬂ,
o g

com Z e Y independentes. Novamente, temos que

T = ZY ~ th—1(0; 1).
n—1
Por outro lado, segue-se que
V(X — p) _
T = g :\/E(X_H‘)Nt 1(01)
(n—1)S? S A

(n—1)0?



0.4
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f(X)
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Figura: Distribuicdo amostral de X dado (u, 02): X ~ N <M; :) para n = 15.

Ver exemplo_09.r
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Figura: Distribuicdo amostral de Y = % dado 02: Y = % ~x2_,
g [on

para n = 15.
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Figura: Distribuicio amostral de X com o2 desconhecido:

w ~ th—1(0; 1)

para n = 15.
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Figura: Distribuicio amostral de S2 dado o2: S2 ~ G ( ! ) para n = 15.



Intervalos de Confianca

Seja (X1, Xz, . .., Xn) uma amostra aleatéria de (X|u, 02) ~ N (u; o2).
Sabemos que

T = w ~ th_1(0; 1).
Assim, podemos determinar um valor c tal que para um dado v, com
0<vy<1,que
Pr(—c< T <c)=1.

Note que
v = Pr(—c<T<c):Pr<—c<7ﬁ();_M)<c)
= Pr(—%<?—u<%):Pr(—Y—\C/—‘;<—u<—7+%
v ¢©S v, CS
- Pr(x-% X+ 2.
(X-F<n<x+Z)

Note que X e S sdo variaveis aleatérias enquanto . é fixo.



Definicao
Seja X = (X1, Xz, ..., Xn) uma amostra aleatéria de uma distribuigcdo que
depende de um parametro 6 (ou vetor paramétrico 8). Seja g(6) uma funcéo
real de 6. Sejam A < B duas estatisticas que possuem a propriedade de que
para todo 6,

Pr(A< g(0) < B) > ~.

Entéo, o intervalo aleatério (A, B) € chamado de intervalo de confianca de
nivel ~ para g(6) ou intervalo de confianca de 100~% para g(9).

Apobs observar X = x, os valores A = a(x) e B = b(x) séo calculados e o
intervalo (a, b) é chamado de valor observado do intervalo de confianca.



Teorema

Seja (X1, Xz, . .., Xn) uma amostra aleatéria de (X|u, 02) ~ N (u; o2). Para
cada 0 < v < 1, o intervalo (A, B) para a média 1, com variancia o2
desconhecida, é dado por

_x_71- (1tr) S X7 (1E) S
A=X T,,_1( 5 )ﬁ e B=X+T,, 5 N
Note que
v = Pr(—c< T<c)=Thi(c)— Too1(—c) =2T5_1(c) — 1
1+ {1+
= To1(c) = TW & =T, (TO ,

em que T,_1 representa a funcao de distribuigdo acumulada de uma variavel
aleatéria com distribuig&o t-Student com n — 1 graus de liberdade e T, ", sua
inversa (o percentil da distribui¢ao).
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Figura: Interpretagéo de intervalos de confianga com n = 15 (valores observados).

Ver exemplo_10.r



Para um dado nivel de confianga -, é possivel construir varios intervalos de
confianga para p.

Por exemplo, sejam 0 < 1 < 72 < 1 tal que 2 — 4 = . Entao,

v =Pr(T, ) < T< T, ().

< _ S
e B=X+T, (%)

A=X-T," —.
"~ vn

S
1(’Y1)%

Entre todos os intervalos de confianga de 100v%, o intervalo simétrico com
~v1 = 1 — 42 € 0 de menor comprimento.



Intervalos de Confianga Unilaterais

Definicao

Seja X = (X1, X2, ..., Xn) uma amostra aleatéria de uma distribuigcao que
depende de um parametro 6 (ou vetor paramétrico 8). Seja g(6) uma funcéo
real de 6. Seja A uma estatistica tal que para todo 6,

Pr(A < g(0)) > ~.

Entéo, o intervalo aleatério (A, co) € chamado de intervalo de confianca
unilateral (inferior) de nivel v para g(#). Similarmente, se B é uma
estatistica tal que

Pr(g(0) < B) >,

entdo o intervalo aleatério (—oo, B) € chamado de intervalo de confianca
unilateral (superior) de nivel ~ para g(9).



Teorema

Seja (X1, Xz, . . ., Xn) uma amostra aleatéria de (X|u, 0?) ~ N (u; o?). Para
todo 0 < v < 1, as seguintes estatisticas sdo, respectivamente, os limites
inferior e superior dos intervalos de confianga unilaterais de nivel v para p:

A X_n1(7)

B = X+T.()

o 4o



o (=3
o o
— —
o | o |
© ©
(=3 o |
g® g®
@ @
o o
£ £
< o | < o |
< <
o | o |
N N
o o
T T T T T T T T T T T T
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
Intervalo de Confianga Intervalo de Confianga
(a) IC inferior (b) 1C superior

Figura: Interpretacéo de intervalos de confianga inferior e superior com n = 15
(valores observados).

Ver exemplo_11.r



Definicao

Seja X = (X1, X2, ..., Xn) uma amostra aleatéria de uma distribuigcdo que
depende de um parametro 6 (ou vetor paramétrico 0). Seja V(X, 6) uma
variavel aleatoria cuja distribuicdo € a mesma para todo 6. Entao, V é
chamada de quantidade pivotal.

Para utilizar uma quantidade pivotal para construir um intervalo de confianga
para g(¢), é necessario inverter esta quantidade pivotal. Isto é, necessita-se
de uma fungéo r(v, x) tal que

r(V(X,0),X)=g(9).

Se uma fungdo assim existe, entdo ela pode ser usada para construir um
intervalo de confianga.



Teorema

Seja X = (X1, Xz, ..., Xn) uma amostra aleatéria de uma distribuicdo que
depende de um parametro 6 (ou vetor paramétrico 8). Suponha que exista
uma quantidade pivotal V(X,6). Seja G a fungao de distribuicdo acumulada
de V(X,6) e assuma que G é continua. Assuma também que existe uma
fungéo r(v, x) tal que r(V(X,0), X) = g(0) e que r(v, x) é estritamente
crescente em v paracada x. Selam 0 <y <1e0 <y <92 < 1talque

v =72 — v1. Ento, as estatisticas

A=r(G'(m).X) e B=r(G (n).X)

sdo os limites do intervalo de confianga de nivel v para g(6).



Exemplo
Seja (X1, Xa, . .., Xn) uma amostra aleatéria de (X|u, 02) ~ N (u; o2).
Sabemos que

_ 2
V(X’JQ) - w ~ X?H-
Entao,
_ 2
vy = Pr (01 < V(X,0%) < Cz) =Pr <c1 < % < Cz)

c 1 c
Pr((n_;)sz <5< (n—21)32)
Pr((n_1)82 e (- 1)52)7

Co Cq
com ¢ e ¢, obtidos através de

Prix3_.1<ci)=v e Prié_i<c)=n.

Usualmente, escolhe-se v1 = 1 — v2 embora talvez ndo ressulte no intervalo
de menor comprimento.
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Figura: Interpretagéo de intervalos de confianga com n = 15 (valores observados).

Ver exemplo_12.r



Intervalos de Confianca

Exemplo

Suponha que duas observagdes Xi e X, sdo obtidas de t/(6 — 1/2, 6+ 1/2)
com # € R (desconhecido). Sejam X1y = min(Xi, X2) e X2y = max(Xi, Xz).

Pr(Xay <0< Xg) = Pr(Xs <6< Xo)+Pr(Xo <0< X)

= Pr(Xi <0)Pr(Xz > 0) 4 Pr(Xz < 0)Pr(X; > 6)
B OV U B B |
272 272 2
Portanto, se observarmos X1y = X1y € X2) = X(2), €ntéo o intervalo
(X@), X2)) sera um intervalo de confianga de nivel 0,5 para 6.

Note que as duas observagdes Xi e X, devem ser maiores que 6 — 1/2 e
menores que 6 + 1/2. Sabemos com certeza que Xy >0 —1/2e
Xy < 64 1/2. Em outras palavras, sabemos com certeza que

X(2)71/2<0<X(1)+1/2. (3)



Agora, suponha que se observou (X2 — X(1)) > 1/2.

Entéo, X(1) < X2) — 1/2 e da Equagéo (3), temos que X1) < 6.

Além disso, como X1y + 1/2 < Xz, e da Equacéo (3), temos que 6 < Xz).
Assim, se Xz — X1y > 1/2, entdo Xy < § < Xz).

Mesmo quando (X2 — X(1)) < 1/2, quanto mais préximo o valor de
(X2) — X(1)) estiver de 1/2, mais certo nds estaremos que o intervalo
(X(1), X(g)) inclui 6.



Estimadores ndo tendenciosos

Seja X = (X1, Xz, ..., Xn) uma amostra aleatéria de uma distribuicdo com
parametro 0. Se desejamos estimar g(6), esperamos que, com alta
probabilidade, o estimador 6(X) esteja préximo de g(6).

Definicao

Um estimador §(X) é nao tendencioso para g(f) se

Ex(6(X)[0) = g(6).

Se Ex(6(X)|0) # g(0), entao dizemos que §(X) € um estimador
tendencioso de g(0).

Define-se a tendenciosidade (viés) de um estimador 6(X) como
B(6(X)) = Ex(6(X)|0) — 9(0).

Observacao: um estimador é nao tendencioso se, e somente se, seu
viés é igual a zero.



Exemplo
Seja (X1, Xz, . .., Xn) uma amostra aleatéria de (X|u, 02) ~ N (u; o2).
Sabemos que a fungao caracteristica de X; é dada por

ox;(t) = exp {itu - %} .
Agora, considere X como estimador de u. Entéo,
ex(1) Ex(exp{itX}) = Ex ... xo(exp{it(Xi + Xo + - + Xn)/n})
Ex, (exp{i(t/n)Xi})Ex, (exp{i(t/n)Xa}) - - - Ex,(exp{i(t/n) Xn})
©x; (t/N)px, (t/N) - - - px, (t/N)

,ﬁex" {iymn— ZYY — op fiu - CL0E

— 2 J—
Portanto, (X|u, 0%) ~ N (H: %) Note que E(X|u,0%) = e

2
Var(X|p, %) = %



Exemplo

Seja (X1, Xz, . .., Xn) uma amostra aleatéria de (X|u, 02) ~ N (u; o2). Agora,
considere o estimador

2 1 n V)2
S = n_1zl_:1(X,—X)

para o parametro o2.

2 X=X
L

Vimos que ~ x2_4. Portanto, temos que

n—1)s?

Segue-se que
2
E (7(”;;)3 ) —n—1 = E(S%o?) =0
2q*
n—1’

o2

Var(w>:2(n—1) = Var(§%o®) =



Exemplo
Seja (X1, Xe, . .., Xs) uma amostra aleatéria de (X|u, 0?) ~ N (u; o?). Agora,
considere o estimador de maxima verossimilhanga dado por

ICEELE VY

6% = EZH(X, - X).

2 XXy

5 ~ x2_4. Portanto, temos
g

para o parametro o2. Vimos que
~2

que ’2702 ~ x2_4. Segue-se que
E(M\ Zpt o E@Rer) - (oD
o2 n
n&2 A2, 2 2(”71)0’4
Var 2 =2(n—-1) = Var(é a):T.
Note que
a2 2
B(6?) = E(8l0?) —o? = (10T g2 o

n n



Erro quadratico médio
Uma maneira utilizada para medir a variabilidade de um estimador é o erro
quadratico médio:
EQM(5(X)|6) = E([5(X) — 9(0)]°16).
Se §(X) é um estimador ndo tendencioso de g(0), entdo

EQM(5(X)|6) = Var(5(X)|6).
Corolario

EQM(3(X)|0) = Var(5(X)|0) + [B(3(X))]*.
Prova

EQM(5(X)10) E([6(X) — 9(0))*|0)
E([5(X) — E(5(X)10) + E(5(X)10) — g(0)1°16)
E([5(X) — E(5(X)|0)]*10) + [E(5(X)[0) — g(O)]*

= Var(5(X)|6) + [B(5(X)))*.



Exemplo
Seja (X1, Xz, . . ., Xn) uma amostra aleatéria de (X|u, 02) ~ N (u; o2). Vimos
que

4

E(S%0?) =0® e Var(S?o?) = n2f1
) (n—1)c? . 2(n—1)o* oy OF
E(6%0%) = —20, Var(6’o®) = =" e B(6%) = -

Portanto, o erro quadratico médio dos estimadores é dada por

4
EQU(S*|o®) = Var(S%o?) = 27
A2 2 \2 2 202 2(n—1)d* 21?
EQM(8%l0) = Var(6’lo®) + [B(6%)] = =020 + |- %
(2n—1)o*
= e

Podemos mostrar que EQM(S?|5%) > EQM(5%|0?) para todo n > 2.



Exemplo (Estimadores néo tendenciosos)
Seja X = (X1, Xz, ..., Xn) uma amostra aleatéria de (X|r) ~ BR(x).
Sabemos que

7mv = X, (estimador pelo método dos momentos)
7mv = X, (estimador pelo método da maxima verossimilhancga).
Assim,

Y 1 n 1 n 1 n 1 n
EX)=E <BZ’:1Xi) - BE (Zi:1)(i) - Ezi:1E()(i) = e

Portanto, X é um estimador ndo tendencioso de .

Note que Var(X;) = =(1 — ) e Var(X) = M

(1 77‘(‘).
n

. Logo,

EQM(X) = Var(X) =

Finalmente, concluimos que X é um estimador consistente de .



Exemplo (Estimadores néo tendenciosos)
Seja X = (X1, Xz, ..., Xn) uma amostra aleatéria de (X|m, ) ~ BA(m; 7)
com m conhecido. Sabemos que

MM =

. X 1 n 1 n
ASSIm, E (E) = %Zi:1 E()(,) = % i mm = .

Portanto, % € um estimador nio tendencioso de .
_ X (1 —m)
Note que Var(X;) = mr(1 — ) e Var (E) == Logo,

) . X . .
Finalmente, concluimos que ™ € um estimador consistente de 7.



Exemplo (Estimadores néo tendenciosos)
Seja X = (X1, Xz, ..., X») uma amostra aleatéria de (X|7) ~ GM(x).
Sabemos que

Contudo, 1 1

E(Y)=; = E<§) £,
pois E(g(Y)) # g(E(Y)) para g(y) = 1/y. Portanto, % € um estimador
tendencioso de 7.
Pela lei forte dos grandes nimeros X — % (em probabilidade quando
n — oo) e pelo teorema de Slutsky % — m (em probabilidade quando

. 1 . .
n — o). Concluimos que % € um estimador consistente de .



Exemplo (Estimadores nao tendenciosos)
Seja X = (X1, Xz, ..., Xn) uma amostra aleatéria de (X|6) ~ U(0; 6) com
6 > 0. Sabemos que

é\MM = 2? e é\MV = X(n).

Agora, E(2X) = 22 = 0. Portanto, 2X é um estimador ndo tendencioso de
0 e também consistente para 6, mas é um estimador inadmissivel.

Por outro lado, para W = X(,,), temos que

an—1

)= ™ don(w) = EW)=E(Xp) ="

n+1’
Ent&o, X, € um estimador tendencioso de § com viés dado por

0
B(X(n)) = —m

Contudo, X, € um estimador consistente de ¢ (vide lista de exercicios).

(subestima o valor de 6).



Estimador ndo tendencioso da variancia

Teorema
Seja X = (X1, X2, ..., Xn) uma amostra aleatéria de uma distribuigdo com
parametro 6 tal que Var(X;) = g(9). Entéo,

2 1 n )2
S = n_1Z/:1(X’_X)

é um estimador nao tendencioso de g(9).

Prova
Sejam E(X;) = u e Var(X;) = 0% = g(6). Entéo,

o) - ﬁ(zgx)«—w
= [, E(x,?)—nE(Yz)]

(o)

= = g(0)-

! TE (S X = nX')




Se X = (X4, X, ..., Xn) € uma amostra aleatéria de uma distribuicao
especifica, como por exemplo a Poisson, entédo é possivel e desejavel
considerar outro estimador nao tendencioso de g(9).

Exemplo
Seja X = (X1, Xz, ..., Xn) uma amostra aleatéria de (X|\) ~ P(A).
Sabemos que E(Xi) = Var(X;) = \.
Ent&o, tanto X quanto S® s&o estimadores néo tendenciosos de .
Assim, qualquer combinacao

s(X)=aX+(1—-a)S? com 0<a<T,
€ nao tendencioso para J, pois

E(5(X)) = aE(X) + (1 —a)E(S®) = ar + (1 —a)X = A.



Exemplo
Seja X = (X1, Xz, ..., Xn) uma amostra aleatéria de (X|3) ~ £(1/0).

Sabemos que E(X) = e Var(X;) = 8%
Entéo, X é um estimador nfo tendenciosos de §.

Temos que S? é um estimador néo tendenciosos de 32, mas S é um
estimador tendencioso de 3.

Contudo, S é um estimador consistente de 5.

Na escolha de um estimador é importante levar em consideragao se o
estimador é nao tendencioso, seu erro quadratico médio e se é um
estimador consistente.



Informacao de Fisher

e Mede a quantidade de informacgéo contida em uma amostra a respeito
de um parametro desconhecido.
o Esta medida tem a propriedade intuitiva que:
m mais dados fornecem mais informacéo; e
m dados mais precisos fornecem mais informagéo.
e A medida de informagéo pode ser utilizada para encontrar limites da
variancia do estimador.



Informacao de Fisher de uma variavel aleatéria

Definicao

Seja X uma variavel aleatéria com funcéo (de densidade) de probabilidade
f(x10), 6 € ©, um intervalo aberto da reta. Assuma que os valores de x que
satisfazem f(x|¢) > 0 sdo os mesmos para todo 6 e que In f(x|0) é duas
vezes diferenciavel como fungéo de 6. A Informacao de Fisher é definida
como

1(6) = E([¢'(01X)I%|0) = /[f’(OIX)]Ef(X\G)dx,
em que £(0|x) = In f(x|6).

Se X é variavel aleatéria discreta, a integral € substituida por um somatorio.

Note que ¢'(0|x) = % In f(x|6).



Teorema
Assuma as condi¢des da definicdo anterior € que as duas derivadas de
J f(x|6)dx com respeito a 6§ podem ser calculadas ao reverter a ordem de
integragao e diferenciagdo. Entéo, a informacao de Fisher pode ser
reescrita como
1(0) = E(—£"(01X)|0),
2

17 _
com ¢"(6|x) = g0

In f(x|0).

Uma forma alternativa da informacéao de Fisher é /(0) = Var(¢'(0|X)|0).



Prova
Temos que

/f(x|6)dx =1 = %/f(x|6)dx = /%f(x\@)dx = /f’(x\e)dx =

e, consequentemente,

dez/f x|6)dx =0 = /f (x]9)dx = 0.
Por outro lado,
f'(x10)
f(x|0)

C0lx) = % In £(x|0) =
Logo,
E(¢'(0]1X)[0) = /Z’(0|x)f(x\0)dx = /f’(x\é))dx =0
Dado que E(¢'(0]X)|0) = 0, temos que
1(0) = E([¢'(01X)I?|0) = Var(¢'(01X)|6).-



Segue-se que
2 !
olx) = %mf(xw) - % “((;('Ig))]
£ (x10)f(x|0) — [f'(x|0)]”
[f(x[0)]?
f"(x10)

R I

Portanto,

E(¢"(61X)]6) = / f'(x0)dx — 1(6) = I(9) = E(~£"(6]X)]6),

pois /f”(x|€)dx —0.



Exemplo

Suponha que (X|7) ~ BR(x). Temos

f(
£(m|x)
de(r|x)
dr

(45

d*4(r|x)
dn?
E(_ﬁaﬂx»

dn?

()

x|m)

ﬂ_X(.I _71_)17)(
XInm+ (1 —=x)In(1 —m)
x (1-x)
T 1—7
EX) (1-E(X)
T (1—m)
X (1 —x)
w2 (172
EX) , O-EX) _ 1
2 (1-m2 — 7(1-m7)
1
(1 —m)

Note que Var(X|r) = n(1 — ), quanto maior a variancia menor a
informacao e quanto menor a variancia maior a informacao.



Exemplo
Suponha que (X|u) ~ N (u; 03) com o2 conhecido. Temos

_ 1 C(x=p)p?
f(x|p) = = eXP{ 207 }
_ 2

Uulx) = f% [In(27r) + |n(o—§)] - (Xzaé‘)

dé(plx) _ (x—p) X))\ _ ey )=
e E( o >7U§E(X 1) =0
APe(ulx) 1 aPo(u X)) _ 1
e B G

I(n) =

1
—.
90

Note que Var(X|u) = o2, quanto menor a variancia maior a informagéo.



Informacao de Fisher de uma amosta aleatéria

Definicao
Seja X = (X1, Xz, ..., Xn) uma amostra aleatéria de uma distribuicdo com
fungéo (de densidade) de probabilidade f(x|6), # € 2, um intervalo aberto da
reta. Seja f(x|0) a fungdo (de densidade) de probabilidade conjunta de X.
Defina

£(0|x) = In f(x]0).
Assuma que os valores de x que satisfazem f(x|¢) > 0 sdo os mesmos
para todo 0 e que ¢(6|x) é duas vezes diferencidvel com respeito a 0. A
informacao de Fisher de uma amostra aleatéria X é definida como

1,(0) = E([¢'(6]X)]?|6) ://---/[E’(9|x)]2f(x|0)dx1dx2...dx,,.

Além disso, sob certas condigdes, temos que

1n(0) = E(—£"(0]X)|6) = Var(¢'(6]X)|0).



Teorema
Sob as condi¢des das duas definicdes anteriores, temos que

I(6) = nl(6).

Interpretacao: quanto maior o tamanho da amostra, maior a informacao.

Prova
Temos que £(6|x) = Inf(x|0) e
f(x16) = f(x|0)f(xe|0) - - f(xal6) =
(01X) = €0b)+L0b) + o+ 0ba) =D olx) =
C6lx) = £0]x)+C0x) + -+ £ (0]x) = Z LX) =
'0)x) = Z"(0|x1)+£”(6\X2)+~~+£”(6\Xn):Zi:/’ olx) =
E(-C'(01X) = > E(=¢"(01%) = 1(6) = nl(0).



Exemplo

SejaX: (X1,X2,...

L(m)

116
di(m
dr

~

, Xn) uma amostra aleatéria de (X|x) ~
n

HTI_X,-(1 . 7_‘_)17X,' _ 7_[_/77(1 _ 7_{_)[1(1 —X)
i=1

nXInm+ n(1—%)In(1 — )
X n(1-%) de(r)

— R dr =0=>7=X
(X) _n(1-E(X) _nr _n(l-m) _,
T (1—m) ™ 1—7

_% - % <0, 7 épontode maximo

nE(X) , n1—EX)) _ n
w2 * (1-m)2 — m(1-mn)

n

(A informacao cresce com n.).

(1 —m)

BR(r). Temos



Exemplo
Seja X = (X1, Xz, ..., X») uma amostra aleatéria de (X|\) ~ P(X). Temos

oy — Fi[EC]_ st

P X;! - H7:1 F(x,- + 1)
() = —nA+nxInd=> InT(x+1)
i=1
a) X dlN) g 5o
= n+)\, X =0=>A=Xx
de(N) o nE(X) _ _ n\_
E (W) = N+ =-nt = 0
a’(\)  nx ~, L
e = 2 < 0, X é ponto de maximo
£ PN\ _ nE(X) _n
a2 - PN
L\ = n (Note que Var(X|\) = \).

A



Desigualdade (da Informacao) de Cramér-Rao

A informacao de Fisher pode ser utilizada para calcular um limite inferior
para a variancia de um estimador de um determinado parametro 6.

Teorema

Seja X = (X1, Xz, ..., Xn) uma amostra aleatéria de uma distribuicdo com
fungédo (de densidade) de probabilidade f(x|6). Suponha que todas as
condigdes anteriores séo satisfeitas. Seja T = r(X) uma estatistica com
variancia finita e seja m(0) = E(T|#). Assuma que m(6) é diferenciavel.

Entao,
[m'(6))?
>,
Var(T|0) > 0)
Além disso,
_ [m ()P
Var(T|6) = T0)
se, e somente se, existem fungdes u(0) e v(0) - que ndo dependem de X -
tal que

T = u(0)¢'(0)X) + v(9).



Prova
A desigualdade de Schwarz é dada por

[Cov(X, Y)J? < Var(X)Var(Y).
Ao aplicar em T e ¢'(6]X), temos que
[Cov(T,Z(01X)|0)> < Var(T|o)Var(¢'(0]X)|6) =

[Cov(T, £ (61X)[6)]?
Var(¢/(6]X)|9)

< Var(Tle) =

[COV(T}IKI'((:)IX)IG)] < Var(T|9).

Além disso, sabemos que E(¢'(6|X)|0) = 0. Assim,
Cov(T, ¢ (01X)|0) = E(T¢' (0] X)|6).



Segue-se que

E(TC(01X)10)

//..,/,(x)z’(e\x)f(x|9)dx1dx2...dx
//.../r(x)f’(x\e)dx1dx2..,dxn

m(e)://--./r(x)f(x|9)dx1dxz...dx
e suponha que a ordem da derivada e da integral podem ser trocadas tal que
, d d
m) = —m(e): @ <o [ r(x)f(x]0)dxidxz . .. dX,
// / Ztxl)aae ..o,
// /  (X]0)dx: d¥ . .. iy

Entéo, Cov(T,¢'(8|X)|0) = m'(§) = Var(T|¢) > [n;”((z))] _

Agora, defina




Agora, [Cov(X, Y)]? = Var(X)Var(Y) se, e somente se, |Cor(X, Y)| = 1. Em
outras palavras se, e somente se, X é uma combinagio linear de Y, ou seja,
X = aY + bparaalgum a # 0.

Assim, T = al’(0|X) + b se, e somente se,

_ [m'o)e
Var(T|0) = n(0)
Mas a andlise é feita condicional a 6. Portanto, podemos tomar a = u(6) e
b= v(0) tal que T = u(0)¢'(6|X) + v(0). O
Corolario

Considere as suposigdes do teorema anterior. Se T = r(X) é um estimador
nao tendencioso para 6, entédo
1

Var(T|0) > Ok

Prova
Se m(9) = E(T|0) = 6 (ndo tendencioso), entdo m'(6) = 1. O



Exemplo

Seja X = (X1, Xz, ..., Xn) uma amostra aleatéria de (X|\) ~ £(\) para

n> 2. Temos

H [N exp{—Ax}] = A" exp{—Anx}

i=1

nin A — Anx

n ae(x) ~ 1
X—nx, “an _0:>/\—§
n - n n
X_nE(X)_X_X_O
—/\—'72<O, Xépontodeméximo
n

22



Agora, note que (X|\) ~ E(N\) = G(1, \). Segue-se que

— 1 n N
X = BZI:1)G ~G(nn\) = A= v ZG(n, n\)
Consequentemente, temos que
N n\ , n N %
Pela desigualdade de Cramér-Rao, temos que
22 / 2 2142
Var(A|\) = A LLLACY) para n> 2.

(n—=1)2(n—-2) " nl(\) ~— (n—1)2n

A igualdade nao vale pois A é uma fungéo nao linear de #/(\) = nin A — AnX.



Estimador eficiente

Um estimador cuja variancia € igual no limite inferior de Cramér-Rao, isto &,

/ 2

['77/((3))] faz o uso mais eficiente da informagéao que vem dos dados de
alguma forma.

Definicao

Um estimador T = r(X) é eficiente para sua média m(6) se, e

somente se, \

_ [m(0)]
Var(T|6) = OB

Observacoes:

e Pode nédo haver um estimador eficiente para uma particular fungdo m(6);

e Frequentemente existem estimadores eficientes para muitas fungbes
interessantes de 6; e

o E possivel que o Unico estimador eficiente de 6 seja uma constante.



Exemplo
Seja X = (X1, Xz, ..., X)) uma amostra aleatéria de (X|\) ~ P(X). Temos

D Texp{=A] exp{—nA AT
L) = H[ o ]—H7:1r<x,-+1)

i=1

n
—PA4nXInXA=> " InT(x+1)

) =
i=1
1N N ¢ ae(n) T_w
"N Tay TO0TAEX
aeN) U nEX)
E(TA) = Nt = n+A—0
d®(\) _  nx ~ iy
DE = e < 0, X épontode maximo
E PN\ _ nE(X) _n
dx2 P TP

h(\) = nl()\):g.



Além disso, sabemos que A = X e S? s&o estimadores nédo tendenciosos
para \.

Defina u(\) = % e v()\) = A. Logo,

A= o)) v =2 {—n 4 %} FA=X.
Em outras palavras, A é uma combinagao linear de ¢'()). Portanto, Xtema

variancia igual ao limite inferior de Cramér-Rao, sendo assim um estimador
eficiente para \.

Por outro lado, ndo é possivel escrever S? como combinagéo linear de ¢'(\).
Portanto, a variancia de S? sera sempre maior que a variancia de \. Assim,
S? ndo é um estimador eficiente para \.



Estimador ndo tendencioso com varidncia minima

Sejam Ty = r1(X) e T, = ro(X) estimadores néo tendenciosos de m(9).

Suponha que para qualquer valor de 6,

[ (0)1
nl(0)

[/ (0)12

Var(T1]0) = 0)

e Var(T:|0) >

Isto implica que

Var(T1]0) < Var(T2|6).
Assim, um estimador nao tendencioso de variancia minima é um estimador
eficiente.



Distribuigao assintética de um estimador eficiente

Teorema

Assuma as mesmas condigdes do Ultimo teorema (desigualdade de
Cramér-Rao). Seja T = r(X) um estimador eficiente de sua média m(6) e
que m'(0) # 0 para todo 6. Entdo, a distribuigao assintética de

WO

€ uma distribuicdo normal padréo.



Prova
Considere

E(G\X):Z;E(mx,-) = 0)X) = Z 701X),

em que ¢'(0|1X;), i =1,2,...,n, sdo varidveis aleatorias independentes e
identicamente distribuidas. Sabemos que
E(¢(01X)10) =0 e Var(¢(01X)|0) = 1(6),

séo finitas e iguais. Portanto, pelo teorema central do limite de Lindeberg e
Lévy,
201X) o
EIONE — N(0,1), quando n— oo.
Como T é um estimador eficiente de m(#), temos que

[ (0)12
nl(9) -

E(T|#) =m(#) e Var(T|0)=



Por outro lado, temos que
T = u(0)¢ (6]X) + v(),

tal que
E(T|0) = v(8) e Var(T|0) = [u(d)]?ni(6),

e, consequentemente,

_ _ m'(9)]
v(0) =m(0) e |u(9)| = OB
. m'(0)
Agora, sem perda de generalidade, tomamos u(f) = ni(6) tal que

m'(0)

T= ni(6)

2(01X) + m(6),

e, consequentemente,

[ni(0)]'"? '(61X)

m/(@) ( - m(e)) = W 2) N(0,1), quando n— oo.



Distribuicao assintética do estimador de maxima verossimilhanca

Teorema

Suponha que um determinado estimador de maxima verossimilhanga é
encontrado ao resolver a equagéo ¢'(0|x) = 0 e que ¢’(0]x) e £ (0|x)
existam e satisfagam a certas condigbes. Entao, a distribuicao assintética de

[ni(0)]'/(6 - 0)
€ um distribuigdo normal padréo.

Equivalentemente, temos que 6 < A/ (6, [nl(6)]7").

Dizemos que 6 é um estimador assintoticamente eficiente.



Exemplo
Seja X = (X1, Xa, . . ., Xn) uma amostra aleatéria de (X|o?) ~ N(0; o2). O
estimador de maxima verossimilhanga de o (desvio padrao) é dado por

Tamn ]2
o= |30, %]

2 .
Pode ser mostrado que /(o) = —;. Portanto, se o tamanho da amostra n é
g
grande,
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f(6)
0.2

0.1

Figura: Distribuicado amostral assintética de 6 paran=5

Ver exemplo_13.r
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Figura: Distribuigao amostral assintética de 6 para n = 10.

Ver exemplo_13.r



f(6)

0.5

a>

Figura: Distribuigao amostral assintética de & para n = 100.

Ver exemplo_13.r



Exemplo
Seja X = (X1, Xz, ..., X») uma amostra aleatéria de (X|r) ~ BR(n). Temos

n
L(r) = HTl'Xi(1 - 7T)1_Xf = 7T"7(1 — 7T)"(1_Y)
i=1

Ur) = nXIlnm+n(1—=X)In(1—7)
di(r) _ nXx _n(1-%) ae(w) o
dm T oor 1—7 drn =0=7=x
d®(r) nx n(1-X) . o
2=l ¢ g <0, 7 épontode maximo
g(_FUDY _ mEX) , n(1-EX) _  n
dn? o 2 (1-m)2 ~— n(1-m)

Pelo teorema anterior, temos que

V(X —7) 2 N(O; 1).
w(1—7) ’
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Figura: Distribuigao amostral assintética de # para n = 50 com = = 0, 1 na esquerda e
7 = 0,5 na direita.

Ver exemplo_14.r
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Figura: Distribuigao amostral assintética de # para n = 1.000 com = = 0,1 na
esquerda e = = 0,5 na direita.

Ver exemplo_14.r



Exemplo
Seja X = (X1, Xz, ..., Xn) uma amostra aleatéria de (X|7) ~ GM(x). Temos

n

L(r) = Hw(1 SR = (4 — ) D

i=1

lr) = ninm4+n(x—1)In(1 —7)
dé(m) _ n_n(x-1) di(m) ~_1
dr = 1—-7 '’ dr _O:>7T_7
a®(r) n  nx-1) . .y
gn2 = 32~ (=) < 0, 7 épontode maximo
E Cd(m) _ n  nEX)-1) _ n
dn? o2 (1-7m)2 = w21 —-m)
A informagéo é menor para = = 2/3. Pelo teorema anterior, temos que
1
()
X 2 N(0; 1).

m2(1 — )
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Figura: Distribuigao amostral assintética de # para n = 50 com = = 0, 1 na esquerda e
7 = 0,5 nadireita.

Ver exemplo_15.r
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Figura: Distribuigao amostral assintética de # para n = 1.000 com = = 0,1 na
esquerda e = = 0,5 na direita.

Ver exemplo_15.r



Exemplo
Seja X = (X1, X2, ..., Xn) uma amostra aleatdria simples de (X|\) ~ P(A).

Temos n [CAJAS {=nAIA™
exp{— / exp{—nAPA™
L(n) = =
) le T ] T T+ 1)
(A) = —nx+nxinA= InT(x+1)
i=1
CLICO A C O OO
o) — n+ 3 W =0=)A=Xx
» _
ddgA(Z)\) = _% < 0, X épontode maximo
E(_FUNY _ mEX) _n
dx? N

Pelo teorema anterior, temos que

VX =X) a .
oy N(0; 1).
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Figura: Distribuigio amostral assintética de A para n = 50 com A = 2 na esquerda e
A = 20 na direita.

Ver exemplo_13.r
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Figura: Distribuigao amostral assintética de # para n = 1.000 com A = 2 na esquerda
e X = 20 na direita.

Ver exemplo_13.r



A estimacao bayesiana (assintética)

Suponha que a distribuigio a priori de 6 pode ser representada por uma
funcao de densidade de probabilidade positiva e diferenciavel sob o intervalo
Q e que o tamanho da amostra n é grande. Entao, sob certas condicdes,

0)x) 2 N (é; [n/(é)r‘) .

Exemplo
Seja X = (Xi, Xz, ..., X») uma amostra aleatéria de (X|o?) ~ N (0; ¢°).
Suponha que f(o) > 0 e diferenciavel para o > 0. Entao,

(olx) AN (&; %27) .



Informacao de Fisher para multiplos parametros

Definicao

Seja X = (X1, X2, ..., Xn) uma amostra aleatéria de uma distribuigdo com
funcéo (de densidade) de probabilidade f(x|0) com 6 = (61,05, ..., 6k)
pertencente a um subconjunto aberto Q2 do espago real de dimenséao k. Seja
f(x|0) a fungéo (de densidade) de probabilidade conjunta de X. Defina

0(0]x) = In f(x]6).

Assuma que o conjunto x para o qual f(x|@) > 0 é o mesmo para todo 6 e
que In f(x|0) é duas vezes diferenciavel com respeito a 6.

A matriz de informacao de Fisher /(6) em uma amostra aleatoria X é
definida como uma matriz k x k com elementos (r, s) dados por

a>_

Observacao: ainda vale o teorema da aproximacao assintética normal.

B aL(0|X) 00(6|X)
/,5(0)_Cov< 50, ' 00,




Exemplo
Seja X = (X1, Xz, ..., Xn) uma amostra aleatéria de (X|u, 02) ~ M(y; o2) tal
que 0 = (i, c?). Temos

fOxlno®) = (2n) "0 oo { - 51557 0w
o, 0%x) = _gm(zﬂ)_gm(g?)_;7 " (-
M) _ L5
() O e
2 n
85(%’02 ‘X) - 7% + %142/:1 (xi —

2
P X)Y 01y [Ximu])
( do? = 202t E ZI:1 o 0.

PR n
pois Z = L L N(0,1), Z2 ke 3 2P



Portanto, temos que

 ou [21401X) 21(01X)
/rs(e) = Cov ( 90, , 90,

Agora,

__(oue1x) _ ar(e1x)
9>_E< 96, " 90,

e>.

hi(n,0%) = E({WF) = Var <8£(“5722|X))
= %Var (Z; {Xf;MD :Uﬂz

ba(p,0%) = E qag(%f:x)r) = Var <W>

— 1 n Xi*,u2 . 2n _n
- 404"”<Z~[ - ] T 4ot 200




2 Ol(p, 02|X)  04(u, 0% X)
/12(/1,0’ ) E ( a/.t X 902
1 n n 1 n 2
= F ({ﬁzf:1[’(f B “]} {_ﬁ T 208 2ia X ] })
n n 1 n 3
= 5B (DX ul) + 5B (307 0 - al’) =0,
Portanto,

n
— 0
In(p, 0%) = [f;j n ] :
204

Assim, a distribuicao assintotica do estimador de maxima verossimilhanga de

(1, 02) é dado por
g
; CAR
B\ a EN. | n
<&2> N <02> ! 0 2054

A matriz de informacao de Fisher sera utilizada em outras disciplinas.



Informacao de Fisher

m Todos os resultados para a versao unidimensional tém versdes para o
caso de dimenséo k.

m [,(0) = nl(B).
m Defina a fungao escore (“vetor gradiente aleatério”)

.
oo (20 2100, o0
Entéo, I,(6) = E(uu™).
m Defina
I(6) =E (8;%[;:) 0) :
0 negativo do valor esperado das derivadas segundas parciais. Entao,
11(0)  12(0) -+ [i(6)

1,(6) =E(uu") =

l1(60) 52(0) - 1%(6)

10) 1a(0) - 1(0)



m Seja T = r(X) uma estatistica com variancia finita e seja
m(@) = E(T|0). Defina

_ (Om(8) om(6) om(0)\ "
m(e)f( 00, ' 90, ' 06, ) .

Suponha que I,(0) seja uma matriz inversivel. Entao, a desigualdade de
Cramér-Rao é dada por

Var(T|0) > m(6) "I, (6)m(8).



Exemplo

SejaX = (X1,X2, ..

., Xn) uma amostra aleatéria de (X|«, 8) ~ G(e; B).

Defina ¢(«) = InT (). Temos que

f(x|ev, B)

K(C& /8)
04, B)
leJe"
04, B)
a8
P(a, B)
Oa2
224, B)
932
224, B)
000

= ) =~

B a

= x*exp{—pBx}

M(c)

= Inf(xla,8) =alnB —¢(a)+ (a—1)Inx — Bx
= InB—9¢'(a)+Inx

(M (@) (@) — [["(a)]?)
[F()]?




Assim, a matriz de informagao de Fisher é dada por

Vo)

I(a,8)=n| 4
BB

Segue-se que a distribuicdo assintética do estimador de méaxima
verossimilhanca de («, 8) € dado por

((5> N ((g) ; W {; ﬂzw?’(a)D'

Podemos utilizar os conhecimentos adquiridos para calcular E(In X|c, 3).

Note que E (M) =0.
da

Logo, In 8 — ¢'(a) + E(In X]a, 8) = 0.
Portanto, E(In X|a, 8) = ¢¥'(a) — In 5.



Inferéncia bayesiana: distribuicao a priori

Definicao (distribuicédo a priori)

Suponha um modelo estatistico indexado por um parametro 6. Se 0 for
tratado como uma variavel aleatéria, entdo a distribuicao de probabilidade de
0 antes de observar as realizagbes das outras variaveis aleatérias de
interesse é chamada de distribuicao a priori. Notagdo: f(6).

Ver pagina 7

Definicao (extensao para vetor de parametros)

Suponha um modelo estatistico indexado por um vetor de parametros

0 = (01,02,...,0«). Se 0 for tratado como um vetor aleatério, entdo a
distribuicéo de probabilidade de 6 antes de observar as realizagbes das
outras varidveis aleatorias de interesse é chamada de distribuicao a priori.
Notacao: 7(8).



Distribuic&o a priori conjugada

Definicao

Seja (X1, Xz, ..., X») uma amostra aleatéria da distribuicdo de (X]6) com
fungédo (de densidade) de probabilidade conjunta f(x|6). Seja W uma familia
de possiveis distribuicdes sob o espaco paramétrico Q. Suponha que,
independente da escolha da distribuicdo a priori, escolnemos f(0) da familia
V. Se independente do tamanho amostral n e dos valores observados

X = (X1, X2, ..., Xn) a distribuicdo a posteriori f(6|x) pertencer a familia ¥,
entdo ¥ é chamada de familia de distribuicdo a priori conjugada para
amostras de f(x|0). Diz-se também que W é fechada sob amostragem das
distribuicdes f(x|0).

Ver pagina 22



Distribuic&o a priori conjugada

Definicao (extensao para vetor de parametros)

Seja (X1, Xz, ..., X») uma amostra aleatéria da distribuicdo de (X|0) com
funcéo (de densidade) de probabilidade conjunta f(x|0) tal que
0 = (01,02,...,6) e 0 € Q. Seja W uma familia de possiveis distribuicoes

sob o espago paramétrico Q. Suponha que, independente da escolha da
distribuicao a priori, escolhnemos f(0) da familia W. Se independente do
tamanho amostral n e dos valores observados x = (x1, Xz, ..., Xn) @
distribuicao a posteriori f(6|x) pertencer a familia W, entdo W é chamada de
familia de distribuicdo a priori conjugada para amostras de f(x|0). Diz-se
também que W é fechada sob amostragem das distribuicdes f(x|0).



Distribuigao a priori imprépria

Definicao
Seja f uma fungao ndo negativa cujo dominio inclui o espago paramétrico de
um modelo estatistico. Suponha que

/Qf(e)da = co.

Se utilizarmos f(#) como distribui¢ao a priori para 6, entdo f(¢) € uma
distribuicao a priori impropria para 0.

Ver pagina 32



Distribuigao a priori imprépria

Definicao (extensao para vetor de parametros)

Seja f uma fungdo ndo negativa cujo dominio inclui o espago paramétrico de
um modelo estatistico indexado por um vetor de parametros
6 = (01,02,...,0«). Suponha que

//.../Qf(@)d01d02...d0k:oo.

Se utilizarmos f(8) como distribuigdo a priori para 6, entéo f(0) é uma
distribuicao a priori impropria para 6.



Distribuic&o a priori objetiva

e Informacao a priori subjetiva pode nao ser aceitavel em um contexto
cientifico.

e Inferéncia completamente objetiva ao invés da utilizagdo de distribuigao
a priori subjetiva.

e Abordaremos o conceito de distribui¢cdo a priori objetiva.

e Uma primeira ideia foi utilizar distribui¢éo uniforme.



Distribuic&o a priori (objetiva) de Jeffreys

Definicao

Seja X uma variavel aleatéria com funcéo (de densidade) de probabilidade
f(x]0) tal que 6 = (61,02, ...,0k) e @ € Q. A distribuicdo a priori (objetiva) de
Jeffreys tem fungao (de densidade) de probabilidade dada por

f(0) < \/det/(0), para 0 cQ,

em que /(@) é a matriz de informagao de Fisher.

Muitas vezes nos referimos somente a distribuicao a priori de Jeffreys.
Uma representacao alternativa € dada por
£(8) < |1(8)|"/?, para 6¢cQ,

em que |A| = det A.



Exemplo
Seja (X1, Xz, ..., Xp) uma amostra aleatéria de (X|r) ~ BR(w). Temos

n
Lr) = J[~0-n)""=x"(1—m)"P
i=1

Ur) = nXInm+n(1—X)In(1—x)
ox) X n(1-%)  Om) -
or o 11—’ on =0=T=x
o%(r)  nx  n(1-X) . y
I = T2 T o < 0, 7 épontode maximo
e CPum)\  _ nE(X) N n(1—EX))  n
o2 - 2 (1-m)2 — n(1-m)

A distribuigao a priori de Jeffreys e a respectiva posteriori sdo dadas por

fr) o 7 2A—m)""2 ou m~BT(1/2; 1/2), e

(rlx) ~ BT <n7+ %; N1 — %) + %) .

-



Exemplo
Seja (X1, Xz, . .., X») uma amostra aleatéria de (X|r) ~ BA(m, 7). Temos

nx n(m—Xx, m!

L(r) = =™(1—m)" )Hm

() = mXInm+n(m=—X)n(1—7)+Y " In [XI(%X)I]
ol(m)  nx n(m—X) ol(m) ~ X

or 0w 1-x o 70:>7T75
82;;5:) = —Z—f - % <0, 7 épontode maximo

)\ _ nE(X)  n(m-E(X)) _ nm
(_ on? ) o 2 + 1-7n2  w(1-m)

A distribuicao a priori de Jeffreys e a respectiva posteriori sdo dadas por
fr) o 7 2A—7m)""2 ou m~BT(1/2; 1/2), e

(m]|x) ~ BT(nY—F%;n(m—Y)Jr%).



Exemplo
Seja (X1, Xz, ..., Xn) uma amostra aleatéria de (X|r) ~ GM(x). Temos

n

L(r) = Hw(1 B g )
i1
) = ninm+n(X—1)In(1 —x)
olm)  _ n_ n(x—1) olr) . 1
on - T 1_7_‘.7 on _Ojﬂ_y
Per) n  nx-1) o -
om w2 (1—m)? <0, 7 épontode maximo
e(_PUD _ o nEX)-1)_  n
oz ) T mTT({-mF T w(i-a)

A distribuigao a priori de Jeffreys e a respectiva posteriori sdo dadas por
f(r) o = '(1—=)""2, (distribuigao a priori imprépria), e

(7lx) ~ BT <n; nx—1) + %) .



Exemplo
Seja (X1, Xz, ..., Xp) uma amostra aleatéria de (X|A) ~ P()). Temos

L) = ﬁ{eXp{_A}AX'] _ exp{-mp~

pie X;! H".7:1 r(X,' + 1)
n
() = —n+nXlnA=> InT(x+1)
i=1
IO NN, S (CY NP S
5 = n+ 1 o = 0=X=X
N nx ~, iy
3z - e < 0, X é ponto de maximo
E PN\ _ nE(XX) _n
N2 Y

A distribuigcdo a priori de Jeffreys e a respectiva posteriori sdo dadas por

f(\) o A~Y2 (distribuigdo a priori impropria), e

(Alx) ~ g(nYJr%;n).



Exemplo

Seja X = (X1, Xz, ..., Xn) uma amostra aleatéria de (X|o, 8) ~ G(a, B).
Defina ¢(«) = InT (). Temos que

f(x|a, B)

Z(a7 ﬂ)
9l(a, B)
oo
9l(a, B)
aB
Pl(a, B)
Oa?
2%, B)
032
22, B)
dadp

rf:)xa71 exp{—ﬁx}
aln g —y(a)+ (e —1)Inx — Bx

InB —4'(a) +Inx

«
——X

B
_wll(a) —

«

p

(M"(a) (@) — [["(a)]?)
[M(a)P?

1
5



Assim, a matriz de informacao de Fisher é dada por

1

¥'(a) —
(ap)=| 4 [F
B

A distribuicao a priori de Jeffreys é dada por

f(mﬁ)oc%\/aw”(a)—‘l, para >0 e (>0,

sendo uma distribuicao a priori improépria.



Exemplo
Seja X = (X1, Xz, . .., Xn) uma amostra aleatéria de (X|u, o) ~ N (u, o) tal
que 0 = (u, c%). Entéo, a matriz de informac&o de Fisher é dada por

n
— 0

(s, 0%) = [%2 n ] :
204

Ver péaginas 209, 210 e 211

Assim, a distribuicao a priori de Jeffreys é dada por

2 1 2
f(th)O(g ou f(l%l’)O(W,

sendo uma distribuicéo a priori impropria.



Reparametrizacdo: caso unidimensional

Definicao

Se 60 e ¢ sdo duas possiveis reparametrizagées de um modelo estatistico, e
0 € uma fungao continua e diferenciavel de ¢, dizemos que a distribuigéo a
priori f(0) é invariante sob reparametrizagdo se

£,(6) = 1 (0) '% ‘

Lema
A priori de Jeffreys é invariante sob reparametrizagao.



Prova

Note que
bo) = E([e’<HX)]2):E<[“f;X’] )
de(o1X) 1%\ _ g ([duo@)Xx)  do7?
b = E([ do D—E([ df XdA)

aeo(4)|X)12\ [ do\? do?
- E([ df D(dqs) =10)(g5) -
Como f3(¢) x +/Is(¢) e fy(0) xx \/Is(0), segue-se que

fo(0) = fo(0)

do
dé|’



Reparametrizacdo: caso multidimensional

Definicao

Se 0 e ¢ sdo duas possiveis reparametrizagdes de um modelo estatistico, e
6 é uma fungao continua e diferenciavel de ¢, dizemos que a distribuicdo a
priori (@) é invariante sob reparametrizagdo se

fo(@) = fo(0)| det J|,
em que J é a matriz jacobiana da transformag&o com entradas

a0,
- Ok

Jik

Lema
A priori de Jeffreys é invariante sob reparametrizacao.



Prova
Para o caso multidimensional (vetor de parametros), temos que

lo(¢) = J" 1o(8),

tal que
det I3 () = [det Ip(8)] x [det J]°.

Como fp(p) x +/det () € fo(0) xx \/det lo(0), segue-se que
fp(@) = fo(0)| det J|.



Analise bayesiana de uma amostra da distribuicao normal

Seja (X1, Xz, . .., Xn) uma amostra aleatéria de (X|u, 02) ~ N (u; o2).

A fungao de verossimilhanga é dada por

_ _ 1 n

2y _ /2, _2\—n/2 ] 2
f(x|pu, 0%) = (2m) "= (o) " exp{*ﬁg ,.:1(X:*N) }
Vimos que

S -

pois



Inferéncia bayesiana: 1 desconhecido e #2 conhecido
Neste caso, podemos escrever a fun¢do de verossimilhanga como
n 12
f(x|p) o< exp {—5 5 (1 = %)°}

A distribuicéo a priori conjugada é N (a; b?) tal que

) x exp { - gy - )}

Para encontrar a distribuicao a posteriori, temos que

2 2

1 2 [ 23 X

X = e 25zm Y e
2 &
pln—af = %—2§+?.

Somando-se ambas as equagdes e dispensando as partes que nao
dependem de u, temos

2 i_i_l -2 @_ﬁ_i
ooz ™ pe Floz T2 |-



Agora, definimos

Assim, temos que
> n 1 nx a u? o 2ue
I {—02 +—[2} -2 {—02 +—} == -

Finalmente, completamos quadrados para obter

2 2
po2uf € 1 2
7_2 - T2 +7_2 = 7_2(:“‘_6) .

Note que o termo introduzido ndo depende de p.



Assim, a distribuigao a posteriori é dada por

1 2
) o oxp { ~ 5 (- €|
Em outras palavras, a distribuicao a posteriori & dada por

(ulx) ~ N (& %),
com

2= [na_2 + b_z]_1 e ¢=1° {nx a}

o2 b2 :



Se . desconhecido e o2 conhecido, temos que

fixln) = ostxexp{—575(X )}
Lplx) = InCSt—ﬁ(x—/yc)2
W) Dy
deuX)1?\ (10 % P
I(p) = E([dﬂ} )E([Uz(xﬂ)] )
2
- TE®-u =T -1

Assim, a distribuicao a priori de Jeffreys é dada por
f(u) <1 (uma distribui¢céo a priori impropria),

e a distribuicdo a posteriori € dada por

(12]%) NN(Y; 0—:)



Inferéncia bayesiana: 1 conhecido e o2 desconhecido

Neste caso, podemos escrever a fungdo de verossimilhanga como

f(x|0®) o (6%) "2 exp {—% [%2:1 (xi = ")2} }

A distribuicao a priori conjugada é ZG(a; b) tal que

f6%) x (o) Vexp { - 5 |

Assim, a distribuicao a posteriori dada por

(0%1x) ~ IG <a+ g; b+ %Z;(Xi - M)2>-



Se 1. conhecido e o2 desconhecido, temos que

2 —n/2; 2\—n/2 1 n 2
f(xjo?) = (2r) "3 exp{—ﬁ ,-:1(X’ 1) }
1 n
o?|x) = -3 In(2m) — 3 In(c®) — 5,2 l_:1( i — p)?
de(o?|x) n 1 n 2
Tdot T 20 T a2 )

2 de(a?X)\ 1 no [ Xi—p]?\
) = Va'(T =V (2 T | ) T e

Assim, a distribuicao a priori de Jeffreys é dada por
f(0?) o % ou f(0?) o (6®)™" (uma distribuigo a priori imprépria),

e a distribuicao a posteriori € dada por

(00 ~ 76 (i 5377 (0.



Definicao
O parametro de precisédo ¢ de uma distribuicdo normal é definido como o

reciproco da variancia, isto €, = —.
g

Agora, podemos escrever a fungéo de verossimilhan¢ca como
n Al
f0x10) o o exp {537 (- 0°}
A distribuicao a priori conjugada é G(a, b) tal que

f(¢) o< ¢* " exp {—bo} .

Assim, a distribuicao a posteriori € dada por

@)~ 6 (a+ 5+ 537 =),



Se 1. conhecido e ¢ desconhecido, temos que

f(xig) = (2n)*”/2¢"/2exp{—fZ,."_1<x,-—u)2}
Lolx) = |n(27T |n¢ - 72

dox) _ n A

do T 29 2 i:1(x’7“)2
d®(g|x) n

dgz 22

2
o - (- F40) 0

Assim, a distribuicao a priori de Jeffreys é dada por
f(¢) x % ou f(¢) x ¢~ (uma distribuigao a priori imprépria),

e a distribuicao a posteriori é dada por

(o1x) ~ G (g % 7:1(x,- - u)z).



Note que

2 d0'2

2
10) = Lato*0) (%) o o) = Lalo®(o)) | %

Em outras palavras, vimos que a priori de Jeffreys é invariante sob
reparametrizacéo.

. _ l 2 1 dO' 7l
Considere ¢ = 2 e =3 tal que — o el
Assim,

1 1 1 1
f =f — —|=¢x -5 = —,
o0 =te (3)] 3o =0 3 =
isto é,

f(¢) % ou f(¢)x ¢~ (uma distribuigio a priori imprépria).



Distribuicdo normal-gama e normal-inversa gama

Definigcao
Sejam p e ¢ duas variaveis aleatérias. Suponha que
() ~ N(a [bg] ") e & ~G(c d),

tal que b¢ seja a precisao da normal. Entdo, dizemos que a distribuicao
conjunta de (u, ¢) € uma distribuicdo normal-gama com parametros a, b,
ced.

Definicao
Sejam p e o2 duas variaveis aleatérias. Suponha que
(ulo®) ~N(a; b~ '6?) e o ~IG(c; d).

Ent&o, dizemos que a distribuigio conjunta de (i, ¢°) é uma distribuicio
normal-inversa gama com parametros a, b, c e d.



Inferéncia bayesiana: 1 e 2 desconhecidos

Neste caso, podemos escrever a fun¢do de verossimilhanga como

f(X|p, 0%) o (62) "2 exp {_ﬁ [(n — 1) + n(u — 7)2] } .

A distribuigdo a priori conjugada é (1|0?) ~ N(a; b~ "'0?) e
o? ~IG(c/2; d/2), isto &,

_ b _ d
o) x () e {52l h x (03 Ve { - 2, |

= (07)7(/F/2H) g {_# [d—l—b(u _ a)z] }

Assim, a distribuicao a posteriori € dada por
1
2 2y—(c/24+n/2+1/2+41) . o 2
f(n,o?x) o« (0?) exp{ 5 [d+(n 1)s ]}

X exp {—# [b(,u —a)® + n(p —Y)Z] } .



Agora, temos que

f(ulo?, x) exp{ 2(172 —a)® + n(u— x)]}
{-

b*
202 ’

isto &, (1u|o?, x) ~ N(a*,[b*]"o?) com

exp

- « _ ba+ nx
b*"=b+n e a = brn
Além disso,
1 _
(0%, X) ~ TG (% [0+ (n— 1) + b(u - a)° +n(/1,—x)2D.

Para os célculos a seguir, considere

oo") = (o) 2 o L L (g (0= 1))}



Agora, calcularemos a distribuicio marginal de o2 a posteriori. Entao,

(') = [ Hwoxda
o 1 _
S 9(02)/ exp {*gz [b(1 — @) + n(u — X)’] } du
oo b* .
= Q(Uz)/ioo exp {—ﬁ(ﬂ —a )2} du
1 2 —2 *\2
X exp{—ﬁ [ba + nx° —(a") ]}
o« g(0®) x (6%)"2 x exp {—# [ba2 + nx® — (a*)z} }
_ (0_2)7(0/2+n/2+1)
1 2 2 —2 *1\2
X exp{—ﬁ [d+(n—1)s + ba® + nx° — (a") ]},
tal que

(0°|x) ~ IG(c"/2; d*/2),
comc*=c+ned =d+ (n—1)s*+ba + nx* — (a*)°.



Assim, temos que

(o%X) ~ ZG(c"/2; d"/2) e (ulo®,x) ~ N(a"; [b]'0?),

com

*

a

b*

c
dJ*

ba+ nx

b+n

b+n

c+n

d+ (n—1)s* + bad® + nx* — (a*)°.

Concluimos que (i, 02| x) tem distribuicdo normal-inversa gama com
paréametros a*, b*, ¢*/2 e d* /2.



Agora, calcularemos a distribuicdo marginal de . a posteriori. Entéo,

() = [ tode?
oo 1
2\—(c/2+n/2+1/2+1) L —1)&?

- /0 Ca) exp{ 552 [dJr(n 1)8]}

b* "
X exp{—ﬁ(u—a)z}

1 2 —2 *\2 2
X exp{—@ [ba +nx" —(a") ]}do

70* 11 N c*; 1
x |d+bu-ay] 2 o« [1 + (Mc_*;) } ’
tal que




Inferéncia bayesiana: priori de Jeffreys para (i, 0?)

Ja vimos que
n 1
— 1
II'I(ILL’ 02) = [o(-)z n] ) f(:u‘v 02) X ; ou f(iU” 02) X (0-2)3/2 )
204

Como 1. e o? sdo desconhecidos, a fungéo de verossimilhanga é dada por

f(X|p, 0%) o (62) "2 exp {7217 [(n — 1) + n(u — 7)2] } .

Consequentemente, a distribuicdo a posteriori é dada por
2 2\ —(n/24+1/2+1) I VP ey
f(u, 0%|X) o (%) exp{ 57 [(n 1)8® + n(u — X) ]}

Dai, segue-se que

2 3 5 e
(u|a2,x)~N(y; %)e(az|u,x)~2g(n;1;(n s+ x)).



Agora, calcularemos a distribuicdo marginal de u a posteriori. Entao,
o) = [ oo’
0

~ / (02)~(/241/250) o {_% [(n— 182 + n(u _Y)z} } do?
0 g

+1 o h+1
0( [(n1)sz+n(ux)2]_n2 oc[1+(“*x)2} 2

()~ (% %)

1 n _
s2 1 Y
com §° = nE i:1(x, X)°.

tal que



Agora, calcularemos a distribuicdo marginal de o2 a posteriori. Entéo,

ot = [ fuo*x)dn
i _ 1
% / (o?) (n/2+1/2+1)exp{ 557 [(n—1)s + n(p — X) ]}d,u
2\ — 241 (n—1)S
- (@) W“exp{——w }
X / (02)_1/2exp{ 252 (r—X) }d,u
_ 2\—(n/2+1) (n—1)s
= (o) " eXP{—T}y
tal que

(o%|x) ~ TG (g @) ou (0?[x) ~ I (g ’%‘2>



Estimacao por Minimos Quadrados
Sejam x = (x1, X2, . . ., Xn) Observagdes de uma variavel aleatéria X com
média finita.
Suponha que o interesse seja estimar E(X) = u.
Podemos utilizar o método dos momentos: i = X.

Por outro lado, podemos utilizar a estimagéo por minimos quadrados.

Defina n
Qu) =3 (xi—n?

O objetivo € minimizar a soma dos quadrados das distancias entre as
observagdes e a média.

Entao,
dQ(u) _ " _ -
a = 722,,:1(& —u)=0 = a=x
Uma outra possibilidade é utilizar a estimacao por minimos absolutos, isto
é!

n
Alp) = Z/:1 IXi—p| = f=med(x,xXe,...,Xn).



Regresséo linear

20

30 40 50 60 70

Figura: Relagéo entre x e y.
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Regresséo linear

O termo linear se refere aos parametros do modelo (os 3's). Por exemplo,

y = pBo+pBix+e;
Yy = Bo+Bix+pBex’+e e
y = Po+Brexp(x1)+ Balog(xf) + e,

sdo exemplos de modelos de regressao linear.

Em geral, tratamos ¢ e y como variaveis aleatérias enquanto x € dado, isto
é, a andlise é condicional ao conhecimento de x (regressoras).

Por hipétese, temos que a média de ¢ é zero.
Entdo, comegaremos com o modelo de regressao linear simples dado por
Y =B+ Bix+e.

O objetivo é obter a “melhor” equacéo da reta que descreve a relagdo entre x
ey.



A ideia de minimos quadrados

B As linhas vermelhas verticais representam
0s erros de cada observagdo a reta ajustada.
Deseja-se minimizar a soma desses erros ao quadrado.

0.6

| §=bo+byx

0.5

0.4

01 02

0.0
L

Figura: llustragao da ideia de minimos quadrados.

A equagéo estimada € denotada por y=bo+bix= Bo + B1x, em que
by = 50 eb = 51 sao estimativas pontuais de 5, e 51, respectivamente.



Minimos quadrados

Suponha que uma amostra aleatéria ((x1, y1), (X2, y2), - . ., (Xn, ¥n)) de
tamanho n seja obtida tal que

Yi=0o+bBixi+e, i=12,...,n

Definimos a fun¢gdo soma de quadrados como

Q= Q(bo, p1) = ZL &f = Z; (¥i — Bo — B1xi)?.

1

Queremos minimizar esta soma de quadrados. Logo,

2Q(Bo, B1) "o |
SAE) 237y o B,
0Q(Bo, f1) oo |
8751 o _22,»:1’(' (yl - /30 - 51 X,) .

Agora, precisamos resolver o sistema de equagdes dado por

S i—B—Bix) = 0,
27:1)(1' (Vi —Bo—Bix) = 0.



Assim, temos que

ij1yi_nbo_b1z:7:1xi = 0
IS ST ET) St S

ou
n

nbo+b1zin:1x,- = Y

i=1

%27:1Xi+b127:1)('2 - 2:7:1)(/}/[’

Ambas as representacdes sdo chamadas de equacoes normais
(perpendicular ou ortogonal).



A solugao do sistema acima é dado por

Z,-n:1x’y" _ [Z/—1Xi]n[zi—1-”:| Z; X — )i —7)

b1 = =
n 2 n — ’
, Xi — X)?
Zn X2 — [Z/:1X’] 2’11( =)
=1 n
b = y-—bXx,
em que
e e A
X = E I_:1XI7 y= E 1.yl7 €




Utilizaremos as seguintes definigdes:

Sy = Z:; xi—x)yi—Yy)= Z,,-;(X/ —X)yi = Z:;Xi(y:' )

n n
= 27:1)0}’/‘ - [211)(']”[2: 1yl} - 27:1)(’% -y,

Sw = D (-XP=> (x-%)x
n 2
s s
Sy = > -v=>" -V
n 2
Vi
27:1}4.2 — |:Z:’n1j| — :7:1}/’.2 _ nyzv
Assim, temos que by = eby=y— bix.

SXX



Entao, agora é possivel escrever a equacao ajustada ou predita como
}7 = by + bix.
Agora, substituindo by =y — byx na equagao acima temos que
Y=y +bi(x=%).

Observeque x =X = y =y.



Exemplo

©WOoNOOA WN =

11,13
12,51
8,40
9,27
8,73
6,36
8,50
7,82
9,14
8,24
12,19
11,88
9,57
10,94
9,58
10,09
8,11
6,83
8,88
7,68
8,47
8,86
10,36

Yi
10,9

Xi
35,3
29,7
30,8
58,8
61,4
71,3
74,4
76,7
70,7
57,5
46,4
28,9
28,1
39,1
46,8
48,5
59,3
70,0
70,0
74,5
72,1
58,1
44,6
33,4
28,6

11,08



25
Yi

i=1

<

25
DX
i=1

x|

25
DIRI7
i=1

25
X
i=1

b

25
10,98+ 11,13 +--- 4+ 11,08 = 235,60

235,60
25

35,34+29,7+---+28,6 =1.315

1.315
Y0¥ _pgo
o5 52,60

(10,98)(35,3) + (11,13)(29,7) + - - - + (11,08)(28,6)
11.821,432
(35,3)2 4 (29,7)? + - - - + (28,6)% = 76.323,42

(1315)(235,6)

(13152 7.154,42 = —0,079829
25

=9,424

76.323,42 —



A equacéo ajustada é dada por

J = V+bi(x—x)=9,4240 — 0,079829(x — 52, 60)
= 13,623 — 0,079829x.

§=13,623-0,079829x

10 11 12 13 14
|

y

T T T T T T T T T T
0O 10 20 30 40 50 60 70 80 90
X

Figura: Equacéo da reta ajustada.



Minimos quadrados em redes neurais

Considere um conjunto de valores x; = (x1j, Xzi, - - ., Xi) € observagdes y;,
yi € {0; 1}, de uma variavel aleatéria Y (binaria), parai=1,2,...,n.
O objetivo é utilizar (x1;, X2/, - - ., Xi) para explicar a ocorréncia de Y; = y; tal

que y; € {0; 1} ou, em outros termos, explicar a Pr(Y; = 1|x;).
Entéo, considere n; = Bo + B1X1; + - - - + Bk Xi-

Claramente, n; € R e y; € {0,1}. Assim, considere, por exemplo, a funcao
de ativacao

exp{z}
1+ exp{z}

Utilizando a funcao custo perda quadratica, queremos minimizar

Q= Q(Bo, B, B) = Y (= olm))

Em redes neurais, existe uma sequéncia encaixada de estruturas como esta
e a solucéo é feita de forma numérica (via gradiente descendente e derivada
via retropropagacgao).

o(z) = (sigmoide).



Distribuigbes da Familia Exponencial

Definicao

Uma familia de distribuices de probabilidade que depende de um Unico
parametro 6 é chamada de familia exponencial T se, e somente se, a
fungéo (de densidade) de probabilidade é dada por

f(x|6) = exp {a(f)s(x) + b(0) + c(x)}

ou
f(x10) = h(x) exp {a(0)s(x) + b(0)}
em que
m a(0) e b(#) sao funcdes de ¢ (somente) e conhecidas; e
m 5(x), ¢(x) e h(x) sao fungbes de x (somente) e conhecidas.

Note que h(x) > 0 para todo x € R. No suporte de X, temos que h(x) > 0.



Exemplo
A familia de distribuices exponencial com parametro A € uma componente
da familia exponencial T. E facil verificar que

f(xIX) = Xexp{—=Ax}[p,00)(X) = exp{—=Ax + In(X) + In(/j0,)(X))},

com
e s(x)=x;
e a(\)=—X;
e b(A) =In(A); e

e ¢(x) = In(/jp,)(x)) (poderia ser omitido e considerar ¢(x) = 0)
o Na notagéo alternativa, h(x) = o ().



Exemplo
A familia de distribuicdes Bernoulli com parametro = € uma componente da
familia exponencial T. Note que

f(x|m) = (1 — )" = exp {m <&) X+In(1— 7r)} ,

com
e s(x)=x;
e a(m)=1In (1 iﬁ);
e b(r)=In(1—m);e
e ¢(x) =0 (ou h(x) = 1 na notagao alternativa).



Exemplo

A familia de distribuicdes Poisson com parametro A € uma componente da
familia exponencial T. Podemos verificar que

f(x|\) = e”‘"{;iﬁw = exp{xIn(\) — A — In[(x + 1)},
com
e s5(x)=x;
e a(A) =In(\);
° b(>\) =-\e
e ¢(x)=—InT(x+1).



Teorema
Seja X = (X1, Xz, ..., Xn) uma amostra aleatéria de uma variavel aleatéria X
com fungéo (de densidade) de probabilidade f(x|#). Se X tem distribui¢éo

pertencente a familia exponencial T, entdo T = r(X) = E n 13()(,) é uma
1=
estatistica suficiente para 6.

Prova

Se f(x|0) é uma funcdo (de densidade) de probabilidade da familia
exponencial T, entao

((xi0) = J[exp{al0)s(x) + b(0) + o(x))
exp{z (0} exp {a(6)) " s(x) +nbi(6) }

tal que, pelo critério da fatoragao*, u(x) = exp {ZL c(x,-)} e
v(r(x), ) = exp{ S sta)+ nb(e)}.

Assim, T = r(X) = Z’L s(X;) é uma estatistica suficiente.
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Exemplo (continuacao)
A familia de distribuicdes exponencial com parametro A\ é uma componente
da familia exponencial T. E facil verificar que

f(X|A) = Xexp{—Ax}j0,00)(X) = exp{—=Ax + In(X) + In(/j0,c)(X)) },

com

L]
(]

(x) =

(\) =

e b)) = In()\)
c(x) = In(lj0,00)(X)) (poderia ser omitido e considerar ¢(x) = 0)

e Na notagéo alternativa, h(x) = g oc)(X).

°
J\)

Logo, de acordo com o critério da fatoragdo para a familia exponencial,

temos que
n n
T=rX)=>)__s(X)=> X

€ uma estatistica suficiente para .



Exemplo (continuacao)
A familia de distribuicdes Bernoulli com parametro = € uma componente da
familia exponencial T. Note que

f(x|7) = (1 — 7)™ = exp {m (&) x+In(1 — Tr)} 7

com
e s(x)=x;
e a(r)=In (1 jw)
e b(r)=In(1—-m7);e
e c(x) =0 (ou h(x) = 1 na notagéo alternativa).

Portanto, de acordo com o critério da fatoragéo para a familia exponencial,

temos que
n n
T=rX)=>)__s(X)=)_ X

€ uma estatistica suficiente para .



Exemplo (continuacéo)
A familia de distribuicdes Poisson com parametro A € uma componente da
familia exponencial T. Podemos verificar que

F(X|\) = w = ep{xIn(}) = A~ InT(x +1)},
com .
o s(x)=x;
e a(A) = In(X);
° b()\) =-\;e
e c(x)=—InT(x+1).

e Na notacéo alternativa, h(x) = % = ﬁ

Novamente, de acordo com o critério da fatoragéo para a familia
exponencial, temos que

T=r(X)=)" sX)=>" X

€ uma estatistica suficiente para .



Definicao (familia exponencial multiparamétrica)

Uma familia de distribuices de probabilidade que depende de um vetor de
parametros 6 = (01,62, ..., 6k) é chamada de familia exponencial T
(multiparamétrica) se, e somente se, a fungéo (de densidade) de
probabilidade é dada por

f(x|0) = exp {Zj';a,-(a1 02, ..., 0k)S;(X) + b(61, 0, ..., 0k) + c(x)}
— ep {Z;aj(e)s,(x) +b(0) + c(x)}
ou p
10x18) = ) exp { 377 a(0)s,(x) + b(6) |
em que

m g(0),j=1,2,...,K, e b(8) sdo fungdes de 6 e conhecidas; e
m si(x),j=1,2,...,K, c(x) e h(x) séo fungdes de x e conhecidas.



Exemplo
Seja (X|u, 0%) ~ N(p; o). Temos que

ol o®) = (20) Vo(0?) 2 exp{ -1
’ 202
_ _ 1
= (271') 1/2(U2) 1/26Xp{—ﬁ |:X2—2X/.L+,LL ]}
2 X 2 1
= exp{fﬁ + U—LZL — ;7 ~% In(c?) — 5 In(27T)}
Logo,
1
e aino®) = —5 5 @(no’) =5 si(0)=x (0 =x;
e b(u,0?) = —u—z _1 n(6?); e c(x)= 1 In(2m)
’ 202 2 ’ 2 ’

Portanto, a distribuicdo normal pertence a familia exponencial T.



Exemplo
Seja (X|a, ) ~ G(«; B). Temos que
(xl0,B) = Frsx® ™" exp{=Bxdlo ()
= exp{-8x+aln(x)+aln(B8) —InT(a) —In(x)}.

Logo,
e ai(o, B)=—B; a(a,fB)=0a; si(x)=x; Ss2(x)=In(x);
e b(a,B) =aln(B)—InT(a); e c(x)=—In(x).

Portanto, a distribuicdo gama pertence a familia exponencial 7.



Teorema

Seja X = (X1, Xz, ..., X») uma amostra aleatéria de uma variavel aleatéria X
com fungéo (de densidade) de probabilidade f(x|@) com 8 = (64, 0-,...,0k).
Se X tem distribuicdo pertencente a familia exponencial T, entdo

n

Ti = n(X) =% si(X)
o= nX) =Y sX)

oo ]
T« = w(X)=)_  sk(X)
sdo estatisticas conjuntamente suficiente para 6.

Prova
Fazer como exercicio.®
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Exemplo (continuacao)

Seja (X1, Xz, . . . , Xn) uma amostra aleatéria de (X|u, 0?) ~ N (u; o?). Temos
que ( y
2 —1/2, 2\—1/2 X—u
f(xlw,0®) = (2m)3(o*) 7 exp{—4202 }

_ _ 1
= (2n) 3D 1/zexp{ 552 [X272X,u+,u2]}

2 2
X X 1 1
= exp{fiﬂ+?§*;7f§|n(02)fEIn(Zw)}

Logo,
|
o aino®) = 55 @no?) =5 si(0)=x s(0)=x;
o b( 2)——”—2—1In( 5, e C(X)——lln(2)
B0 ) =752 72 M7 ) - T Mem

Portanto, a distribuicao normal pertence a familia exponencial T.

Segue-se que Ty = E n 1X,-2 el = E n 1X; sdo estatisticas conjuntamente
1= i=
suficientes para (u, 02).



Exemplo (continuacao)
Seja (X1, Xz, . .., X») uma amostra aleatéria de (X|a, 8) ~ G(«; B). Temos
que

O 1)
= exp{-8x+aln(x)+aln(8) —InT(a) —In(x)}.
Logo,
o ai(a,8) =—p; a(a,B)=a; si(x)=x; S2(x)=In(x);
o b(a,B) =aln(B) —InT(a); e c(x)=—In(x).

Portanto, a distribuicdo gama pertence a familia exponencial T.

n n - Lo
Segue-se que T4 = .ZiﬂXi eT= Z/:1 In(X;) s@o estatisticas
conjuntamente suficientes para (a, ).



Teste de Hipéteses

Considere um problema estatistico envolvendo o parametro 6 cujo valor é
desconhecido e 6 € Q.

Suponha que Q2 pode ser particionado em dois conjuntos disjuntos Qg e Qy,
iStOé,Q:QOUQ1 e =QN0N;.

Denotaremos por H, a hipotese que 6 € Qy e H; a hipbtese que 0 € Q.

Como Qo e Q4 sao disjuntos, entdo apenas uma hipétese pode ser
verdadeira.

O estatistico deve decidir qual hipétese é a verdadeira. A esse procedimento
chamamos de teste de hipoteses.

Temos que
Verdade
Qo Q
. Qo 0 Erro Tipo Il
Decisao Qq | Erro Tipo | 0




Definicao

A hipétese H, é chamada de hipétese nula e a hipétese H; é chamada de
hipotese alternativa. Quando realizamos um teste, se decidimos que 6 esta
em 4, dizemos que rejeitamos Hy. Se decidimos que 6 esta em Qy,
dizemos que nao rejeitamos Hj.

Exemplo

Um estudo reporta as medidas de cranios humanos antigos, no Egito, de
varias dimensdes em diversos periodos no tempo. Em certo periodo,
pode-se considerar as medidas - em milimetros (mm) - das larguras do
cranios como uma variavel aleatéria normal com média p e variancia 26. O
interesse pode estar em comparar a média das larguras dos cranios antigos
com as dos cranios humanos atuais que é cerca de 140mm. O espago
paramétrico sdo os numeros reais positivos. Entdo, podemos testar algo

como
Ho: p>140
Hi : < 140.

Assim, Q = [140, o) e Q4 = (0, 140).



Seja X = (X1, X2, ..., Xn) uma amostra aleatéria de uma distribuigdo com
funcéo (de densidade) de probabilidade f(x|#) com 6 € Q tal que
Q=QUQ e o =QyN Q4. Deseja-se testar

Hy: 6 €Q
Hi: 0eQy.

Parai=0oui =1, o conjunto Q; pode conter somente um valor de 6 ou
uma coleg¢éo maior.

Definicao
Se Q; contém apenas um valor de 6, entdo H; € uma hipétese simples. Se
Q; contém mais de um valor de 6, entdo H; € uma hipétese composta.

Definicao
Seja # um parametro unidimensional. Hipoteses unilaterais sao da forma
Hy: 6 <6youHy: 6> 6, com as hipéteses alternativas unilateriais

Hi: 60 >60y0uH;: 0 < 6. Quando Hp é simples, usualmente H; € uma
hipotese bilateral, H; : 0 # 6o.



Teste para a média de uma normal com variancia conhecida

Exemplo
Seja X = (X1, Xz, . . ., Xn) uma amostra aleatéria de (X|u) ~ N (p; o2) com
o2 conhecido. Queremos testar as hipéteses

Ho: p=po

Hi: o # po.
Note que deve ser razoavel rejeitar Hy se X estiver a uma distancia maior que
c de puo.
Podemos dividir o conjunto de todos os dados x = (x1, X, . . ., Xn) possiveis
por

={x:-c<X—pw<c} e S =5
Entao, rejeitamos Ho se X € Sy e ndo rejeitamos H, se x € Sp.

Podemos definir a estatistica T = | X — uo| € rejeitar Ho se T > c.



p—,
© +  Possivel alternativa
«==Valor observado

0.4

(%)
02

0.1

10

0.0
I
x|

Figura: Teste de hip6teses para média de uma normal com variancia conhecida.



Regiéo critica

Seja X = (X1, X2, ..., Xn) uma amostra aleatéria de uma distribuicdo com
funcéo (de densidade) de probabilidade f(x|#) com 6 € Q tal que
Q=QUQ e =QNQ. Deseja-se testar

Ho: 0 €Q
Hi: 6 eQy.

Seja S o conjunto de todos os resultados possiveis da amostra X.

Defina Sp e Si 0s subconjuntos de S para o qual Hy ndo sera rejeitada e Hy
sera rejeitada, respectivamente.

Definicao
O conjunto S; é chamado de regiao critica do teste.



Um procedimento de teste € determinado ao especificar a regido critica do
teste.

O complemento da regido critica deve conter todos os resultados possiveis
para o qual Hy ndo sera rejeitada.

Em geral, a regido critica é definida em termos de uma estatistica T = r(X).

Definicao

Seja X uma amostra aleatéria de uma distribuicdo que depende do
parametro 6. Seja T = r(X) uma estatistica e seja R um subconjunto dos
reais, R. Suponha que se deseja testar

Hy: 6 €Q
H1: 06917

tal que o procedimento seja da forma “rejeita-se Hy se T € R”. Entao,
chamamos T de estatistica de teste e R de regiao de rejeicao ou regiao
critica do teste.

Por exemplo, podemos considerar Sy = {x : r(x) € R}.



Funcéo poder

Definicéao

Seja § um procedimento de teste. Defina = (6|d) como a probabilidade de
rejeitar Hy para 6 € Q. A fungao = (6|9) é chamada de funcao poder do teste
0. Se Sy denota a regido critica de ¢, entdo a fungao poder 7(6|6) é
determinada pela relagéo

7(6]5) = Pr(X € S10), 6€Q.

Se ¢ é descrito em termos de uma estatistica de teste T e uma regido de
rejeicdo R, entdo a fungdo poder € dada por

w(016) = Pr(T € R|9), 0 € Q.

A fungéo poder 7(0|9) especifica a probabilidade que ¢ rejeitaréa Hy, para
cada possivel valor do parametro 6.
Assim, gostariamos que

e 7(0|6) = 0 paratodo 6 € Q, e

e 7(0]6) =1 paratodo 6 € Q.



Teste para a média de uma normal com variancia conhecida

Exemplo

No exemplo anterior, o teste ¢ é baseado na estatistica T = [X — 10| com
regido de rejeicdo R = [c, co). Sabemos que X ~ N (u; og/n). A fungéo
poder pode ser calculada a partir desta distribuicdo como

Pr(TeRlu) = Pr(IX —puol>clu) =1—Pr(|X — uo| < clu)
= 1-Pr(-c< X — o C|u)
= 1—=Pr(uo— ¢ <X < po+clu)

= 1= [Pr(X < juo + clpx) = Pr(X < po — clu)]

= 1 —Pr(X < po+ clp) +Pr(X < po — c|u)
_ 1_¢<M>+¢<M>.

g0 g0
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Figura: Fungéo poder para g =4, n= 15,05 =9evariandoci =1, o =2ec3 = 3.
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Conforme visto anteriormente, temos que

Verdade
Qo Q4
o Qo 0 Erro Tipo Il
Decisao Qq | Erro Tipo | 0
ou
Verdade
0 € Qo 0 e Q4
- 0 € Qo 0 Erro Tipo Il
Decisao 0 €y | Erro Tipo | 0
Definicao

Uma decisao errada de rejeitar a hipétese nula - quando ela é verdadeira - é
um Erro tipo | ou um erro do primeiro tipo. Uma decisao errada de néo
rejeitar a hipdtese nula - quando ela é falsa - € um Erro tipo Il ou um erro do

segundo tipo.



Temos que

a = Pr(Errotipol)
= Pr(Rejeitar Ho|Hp é verdadeira)
= Pr(T € R|H € Q)

(610), para 0 € Q.

\
3

B8 = Pr(Errotipo Il)
= Pr(Nao rejeitar Ho|H, € falsa)
= Pr(T € R0 € Q1)
= 1-Pr(T € R|6 € )
= 1—-m(0|9), para 0€ Q.

O método mais popular que procura balancear entre dois objetivos
(minimizar =(0|0) para todo 6 € € - baixo poder em g, e maximizar 7(6/6)
para todo 6 € Q - alto poder em €4) é escolher um nimero «p € (0, 1) tal
que

7T(6'|§) <ag, 0€Q.



Definicao
Um teste que satisfaz
71'(9|5) < ap, QEQo,

é chamado de teste de nivel de significancia «,. Além disso, o tamanho
a(d) de um teste ¢ é definido como

a(d) = sup w(6|9).
0€Q

Corolario

Um teste § € um teste de nivel o se, e somente se, seu tamanho é no
maximo «p (isto é, a(d) < ag). Se a hipbtese nula é simples, isto &,

Ho : 6 = 6y, entdo o tamanho de § serd a(d) = 7(6o|9).



Exemplo
Seja X = (X1, Xz, ..., Xn) uma amostra aleatéria de (X|6) ~ U(0; 6) com
6 > 0. Suponha que desejamos testar as seguintes hip6teses:

Hy: 3<6<4
Hy: 6 <3o0ub >4

m Sabemos que X, € o estimador de maxima verossimilhanga para 6.
m Sabemos que X, < 0, mas X, tem alta probabilidade de estar perto
de 0 se o tamanho da amostra n for grande.
m Suponha que o teste d ndo rejeita Ho se 2,9 < X, < 4 e o teste &
rejeita Hp se X < 2,9 ou X > 4.
m A regido critica do teste ¢ deve conter todos os valores X tal que
X(n) < 2,9 ou X(n) > 4.
m Em termos da estatistica de teste X, a regiéo de rejeicdo é
R = (—00;2,9] U [4; c0).



A fungéo poder de § é dada por
7T(9|(S) = Pr(X(,,) <2, 9‘9) + PI’(X(,,) > 4|0)
Se 6 < 2,9, entdo Pr(X, < 2,9|0) =1 e Pr(Xy > 4/0) = 0. Isto
implica que 7 (0]6) = 1 para 6 < 2,9.
Se 2,9 < 0 < 4, entdo Pr(X, < 2,9/0) = [2,9/6]" e Pr(X(, > 4/0) = 0.
Isto implica que 7 (0]5) = [2,9/6]" para 2,9 < 0 < 4.
Se 6 > 4, entdo Pr(X, < 2,9|6) =[2,9/0]" e
Pr(X» > 4|0) =1 —[4/6]". Isto implica que
(6]6) = [2,9/6]" + 1 — [4/6]" para 6 > 4.



Func&o poder
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Figura: Fungao poder para 6 (n = 10).



Nivel de significancia especifico para um teste

Suponha que desejamos testar as hipoteses:

Hy: 6 € Qo
Hi: 0 e€Qy.

Seja T a estatistica de teste e suponha que o teste rejeita Hy se T > ¢, para
alguma constante c.

Suponha também que desejamos ter o teste com nivel de significancia .

A fungéo poder do teste é w(0|0) = Pr(T > c|f) e queremos que

sup Pr(T > ¢|f) < ao.
6eQy

A fungéo poder é ndo crescente em c. A desigualdade acima sera satisfeita
para valores grandes de ¢, mas ndo para valores pequenos.

Se desejamos que a fungéo poder seja tdo grande quanto possivel para
0 € Q4, entdo devemos ter ¢ tdo pequeno quanto possivel enquanto satisfaz
a desigualdade anterior.

Se T tem distribuicdo continua, entdo & geralmente simples de encontrar um
¢ apropriado.



Teste para a média de uma normal com variancia conhecida

Exemplo (continuacao)
O teste ¢ é baseado na estatistica T = |X — u| com regido de rejeigao
= [c, c0). Logo,

ag = 7(uo|d) = Pr(Rejeitar Hy|Ho é verdadeira) = Pr(T > c|u = o)
= Pr(IX —p| > clp = po) =1 = Pr(|X — po| <€)
= 1 —Pr(ﬁp(i”o' < Cﬁ) =1- (IZ\ Cf)
g g

(S e () 2o (2]
()

c = %¢’1 (1—%).

Entéo, rejeitamos Hy se T > ¢, isto é, se |z| > o1 (1 - @).




SO A

—c 0 c y

Figura: Fungdo de densidade de probabilidade para Y = X — yp. A area sombreada é
a probabilidade de | Y| > c.



Teste para o parametro da Bernoulli
Seja X = (X1, Xz, ..., Xn) amostra aleatéria de (X|r) ~ BR(w) e suponha
que desejamos testar
Hy: m< mp
Hi . m™ > mp.

n
e Sabemos que Y = ZI_:1X; ~ BN (n; ).
e Valores grandes de 7 induzem valores altos de Y.
e Rejeitaremos Hy se Y > ¢ para alguma constante c.

e Queremos que o tamanho do teste esteja tdo perto de «p quando
possivel (sem ultrapassar).

o E facil verificar que Pr(Y > c|r) é uma fungéo crescente de 7. Assim, o
tamanho do teste serd Pr(Y > c|m).

e Portanto, ¢ deve ser o menor numero tal que Pr(Y > ¢|mo) < ao.
e Por exemplo, para n=10, 7o = 0,3 e oo = 0, 1, temos que

10 10
Zy:epr(y = y‘ﬂ- = 073) =0,047e Zy:SPr(Y =ylr = 073) =0,15.
e Concluimos que para o teste ter um tamanho de no maximo 0,1,

devemos escolher ¢ > 5. Qualquer valor em (5, 6] produz 0 mesmo
resultado.



Valor p de um teste

Tipicamente, um analista ndo especifica « e, entdo, simplesmente reporta
se Hj foi ou néo rejeitada ao nivel de significancia ap.

E comum reportar, em adigéo ao valor da estatistica de teste, todos os
valores de «j para os quais o teste de nivel ag levariam a rejeigao de Hp.

Exemplo

Considere o exemplo anterior do teste para média da normal com variancia
conhecida. Suponha que z = 2,78 (valor observado).

Entéo, H, sera rejeitada para cada nivel de significancia «g tal que
2,78 > (1 — ao/2). Isto implica que ap > 0,0054.

O valor 0,0054 é chamado de valor p para os dados observados e as
hipbteses testadas.

Se ap = 0,01, entdo como 0,01 > 0,0054, segue-se que H; é rejeitada.



Valor p

f(2)

0,025

T
-1,96 0 1,96 z

Figura: Comparando com a A (0, 1).

Definicao
O valor p é o menor nivel de significancia oo tal que rejeitamos Hp ao nivel
ap com os dados observados.



Calculando o valor p

Mais geralmente, para cada t, seja é; o teste que rejeita Hy se T > t. Entao,
o valor p, quando T = t € observado, é o tamanho do teste 4;.

Assim, o valor p é obtido através de

sup 7(0|6¢) = sup Pr(T > t]0).
0e9 0€9

Tipicamente, 7(6|d;) € maximizado em algum valor 6, na fronteira entre Q; e
Q.

Exemplo (parametro da Bernoulli)

No exemplo, rejeitamos Hy se Y > c.
O valor p, quando Y = y € observado, € sup,. ., Pr(Y > y|r).

m E f4cil verificar que Pr(Y > y|r) é uma fungéo crescente em 7.
m Assim, o valor p é Pr(Y > y|mo).
m Por exemplo, para 7o = 0,3 e n= 10, se Y = 6 & observado, entdo

Pr(Y > 6|r = 0,3) = 0,0473 (o valor p).



Exemplo
Seja X = (X1, Xz, ..., Xn) uma amostra aleatéria de (X|u) ~ N (i, 1).
Suponha que para n = 10, obteve-se X = 2, 5.

Desejamos testar as hipéteses

Hozu<2
Hi:op>2.
Entao, o valor p é dado por n
- X-2 2,5-2
2160) = Pr(X>2,5|u=2)=Pr > -
w(215) ( =2 ( o 1/10)

= Pr(Z>1,5811) =0,0569.



Suponha que o nivel de significancia tenha sido fixado por trés
pesquisadores diferentes em o = 0,1, af = 0,025 e of = 0,01,
respectivamente.

c—2

Vi1

Como x = 2,5 > ¢ = 2,405, entéo rejeitamos H.
c—2

V/1/10

Como x =2,5 < ¢ = 2,619, entdo nao rejeitamos Hp.

0Seaé:0,1,Pr(X>c|u:2):Pr<Z> >ec:2,405.

0Sea§:0,025,Pr(X>c|p:2):Pr<Z> >ec:2,619.

< c—2
0Sea§—0,01,Pr(X>c|u—2)—Pr<Z> ec=2,736.
V/1/10

Como x =2,5 < ¢ = 2,736, entdo nao rejeitamos H.



Distribuicao F-Snedecor

Seja X uma variavel aleatéria continua com distribuicao F-Snedecor com
(parametros) graus de liberdades n e m. Entéo, a fun¢édo de densidade de
probabilidade é dada por

n/2 —(n+m)/2
fx(x) = (%) %Xﬂ/zq (1 + %X) : Io,00)(X),
emquen>0em>0.

Denotaremos a distribuigdo F-Snedecor com n e m graus de liberdade por
Fn,m-



Fia
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Il
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X

Figura: Exemplos da fung¢éo de densidade de probabilidade da F-Snedecor.



Teorema

Sejam X e Y variaveis aleatérias independentes com X ~ x2 e Y ~ x2,

entao

Prova

Fw(w)

Portanto, W ~

wz)y%m,m.
Pr(W < W)—Pr(;(//n <w ):Pr(ng%)

/:oPr (x< w@]Y =) W(y)dy

OFw(w) 9
o (‘Tw/ Pr(X<w—‘Y y)fy(y)dy
oo 8
2F f - KW —f
o oW x( ) fr(x)dy /0 x wm —h(¥)dy

o (n/m)rRwn2mt e { 1 M}
/o F(n/2)r(myj2)2rm7z” by (147 ) o

A2 T((n+m)/2) oo nw —(n+m) /2
(E) F(n/2)F(m/2)W/2 1(”?)

) =

Fn,m-



Note que

1 Y/m
w = Xjn
Teorema
Se T~ t(0; 1) e Y =T?entdao Y ~ Fi .
Prova
Friy) = Pr(Y <y)=PH(T* <y) =Pr(—y < T<VY)
= Pr(T< \Fy)—Pr(T< —VY) = Fr(f) Fr(—y7)
_ 0K _
My = S < (s VD s

(n+1)/2
_ Mvu(“r%) R

F(n/2)r(1/2)n2”
Portanto, Y ~ Fi m.



Aplicagdo da distribuicdo F-Snedecor

Sejam X = (X1, Xz,..., Xn) e Y = (Y1, Yo, ..., Ym) amostras aleatérias
(independentes) de (X|ux,0%) ~ N(ux; 0%) e (Yluy,0%) ~ N(uy; o),
respectivamente.

Suponha que nosso interesse esteja em testar as hip6teses

2
Ho: %:1

2
Hy: 0% =0% Ty
.2 2 —
Hi: ok # oy Uf(
Hi: = #1.
Oy

Considere os estimadores de 0% e 02 como

2 1 n - WY\2 2 1 m W2
S= g KX e S= 3 (- VP,

respectivamente, tal que

~ Xn ~ Xm-
2 0.2

Ox 1%

(-1 > . (m=1S}



Note que as distribuicdes das estatisticas S2 e S2 ndo dependem de 1x e
wy. Assim, ndo importa, em principio, se as médias s&o iguais ou diferentes.

Agora, se Hy é verdadeira, isto é, se 0% /0% = 1 for verdadeira, esperamos
que S% e S2 produzam valores observados muito proximos tal que S%/S%
esteja préximo de 1. Assim, podemos utilizar esta estatistica de teste.

A distribuicdo da estatistica de teste, sob Hy em que 0% = 0%, é dada por

(n—1)82
ok X/(n_1) - S

%
= 1 % =
_1)s? P
(m=1)Sy ;)Sy/(m—n X
Ty

Note que sob Hy

fn1m1



Intervalos de credibilidade

Definicao
Considere a distribuicao a posteriori f(6|x) e que

Pr(0 c Alx) >~ para 0<~vy<1.
Dizemos que A é a regiao de credibilidade de 100v% para 6.

Quando 6 é unidimensional e A é um intervalo da reta, dizemos que A é
um intervalo de credibilidade.

Existem os intervalos de credibilidade que consideram a “maior densidade a
posteriori” possivel, cujo conceito esta em encontrar o menor intervalo tal
que a probabilidade a posteriori corresponda a .

Se a posteriori for uma distribuicdo simétrica, entdo este tipo de intervalo é
facil de ser encontrado.

Contudo, em geral, escolheremos intervalos de credibilidade que colocam
a/2 de probabilidade nas caudas inferior e superior com o =1 — 7.



Exemplo
Seja (X1, Xz, . .., Xn) uma amostra aleatéria de (X|\) ~ £()A). Suponha que
A ~ G(a, b). Entao,

b

f(x|\) = Nexp {—=Anx}, f(\) = T;))\a*1 exp{—bA}p,oc)(A) €

(b+ %)™ (n1a)-
r(n+ a)
ou seja, (A|x) ~ G(n+ a, b+ nx).

F(Alx) = "exp{—(b + nX)AHjp,0) (M),

Suponhaque a=b=0,1,n=10e Xx =7,5. Entdo, (\|x) ~ G(10,1; 75,1).
Agora, podemos calcular um intervalo de credibilidade de 0,95 para ).
Precisamos encontrar

A} = F7'(0,025]10,1; 75,1) e X3 = F '(0,975/10,1; 75, 1),
em que F~' é a fungéo de distribuigdo acumulada inversa de G(10,1; 75,1).
Utilizando a fungéo gqgamma do R, obtemos que
(A\F; A3) = (0,06477; 0,22924).



Exemplo
Seja (X1, Xz, ..., Xp) uma amostra aleatéria de (X|r) ~ BR(x). Suponha
que f(r) oc 7 '(1 — =) ~". Entao,

(n1|X) ~ BT(rix; n(1 —X)).

Suponha que n =50 e X = 0,32. Entéo, (7|x) ~ BT(16; 34). Agora,
podemos calcular um intervalo de credibilidade de 0,95 para 7. Precisamos
encontrar

7; = F'(0,025|16; 34) e =3 = F '(0,975|16; 34),
em que F~' é a fungéo de distribuigdo acumulada inversa de B7(16; 34).

Utilizando a fungéo gbeta do R, obtemos que
(75; m5) = (0,1995; 0,4542).



	Tópicos
	Referências
	Inferência Estatística

