
���
���@@
@@
@@

���
���@@
@@
@@

@@@
@@@��

��
��

@@@
@@@��

��
��

Universidade Federal do Rio de Janeiro
Centro de Ciências Matemáticas e da Natureza
Instituto de Matemática

Inferência Estatística I
Professor: Ralph dos Santos Silva

1. Seja (𝑋1, 𝑋2, . . . , 𝑋𝑛) uma amostra aleatória de (𝑋|𝜋) ∼ ℬℛ(𝜋), tal que
𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) seja o vetor dos valores observados. Considere a distri-
buição a priori 𝜋 ∼ ℬ𝒯 (𝑎, 𝑏) com 𝑎 e 𝑏 conhecidos.

(a) Encontre a função de verossimilhança de 𝜋, 𝑓(𝑥|𝜋).
(b) Descreva a função de densidade de probabilidade a priori, 𝑓(𝜋).

(c) Calcule a distribuição marginal de 𝑥, 𝑓(𝑥).

(d) Qual é a distribuição a posteriori de 𝜋 dado 𝑥?

(e) Suponha que 𝑛 = 25 e
∑︁25

𝑖=1
𝑥𝑖 = 15. Faça o gráfico da função de

verossimilhança utilizando o R.

(f) Faça o gráfico da função de densidade de probabilidade a priori utili-
zando o R para 𝑎 = 𝑏 = 0, 5, para 𝑎 = 𝑏 = 1 e, por fim, para 𝑎 = 20 e
𝑏 = 10.

(g) Para os dados no Item (e) e considerando 𝑎 = 𝑏 = 1, faça o gráfico da
função de densidade de probabilidade a posteriori utilizando o R.

(h) Quais são as estimativas de Bayes utilizando a perda quadrática, a
perda absoluta e a perda 0-1?

(i) Qual é a estimativa de Bayes utilizando a perda multilinear com 𝑘1 = 1
e 𝑘2 = 3?

2. Seja (𝑋1, 𝑋2, . . . , 𝑋𝑛) uma amostra aleatória de (𝑋|𝜆) ∼ 𝒫(𝜆), tal que 𝑥 =
(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) seja o vetor dos valores observados. Considere a distribuição
a priori 𝜆 ∼ 𝒢(𝑎, 𝑏) com 𝑎 e 𝑏 conhecidos.

(a) Encontre a função de verossimilhança de 𝜆, 𝑓(𝑥|𝜆).
(b) Descreva a função de densidade de probabilidade a priori, 𝑓(𝜆).

(c) Calcule a distribuição marginal de 𝑥, 𝑓(𝑥).

(d) Qual é a distribuição a posteriori de 𝜆 dado 𝑥?

(e) Suponha que 𝑛 = 30,
∑︁30

𝑖=1
𝑥𝑖 = 137 e

∑︁30

𝑖=1
ln Γ(𝑥𝑖 + 1) = 130, 5514.

Faça o gráfico da função de verossimilhança utilizando o R.
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(f) Faça o gráfico da função de densidade de probabilidade a priori utili-
zando o R para 𝑎 = 𝑏 = 0, 01 e para 𝑎 = 1 e 𝑏 = 0, 25.

(g) Para os dados no Item (e) e considerando 𝑎 = 𝑏 = 0, 01, faça o gráfico
da função de densidade de probabilidade a posteriori utilizando o R.

(h) Quais são as estimativas de Bayes utilizando a perda quadrática, a
perda absoluta e a perda 0-1?

(i) Qual é a estimativa de Bayes utilizando a perda multilinear com 𝑘1 = 1
e 𝑘2 = 3?

3. Seja (𝑋1, 𝑋2, . . . , 𝑋𝑛) uma amostra aleatória de (𝑋|𝜋) ∼ ℬ𝒩 (𝑚,𝜋), tal que
𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) seja o vetor dos valores observados. Suponha que 𝑚
seja conhecido.

(a) Encontre a função de verossimilhança de 𝜋, 𝑓(𝑥|𝜋).
(b) Qual é a distribuição a priori conjugada para 𝜋? Descreva os hiperpa-

râmetros com letras minúsculas do início do alfabeto (𝑎, 𝑏, 𝑐, . . .).

(c) Calcule a distribuição marginal de 𝑥, 𝑓(𝑥). Se necessário, utilize a
distribuição a priori conjugada para 𝜋.

(d) Qual é a distribuição a posteriori de 𝜋 dado 𝑥?

(e) Suponha que 𝑚 = 30, 𝑛 = 20 e a amostra aleatória observada dada
por

27 27 26 25 21 20 20 24 26 28
23 24 23 27 25 24 20 23 24 20

Faça o gráfico da função de verossimilhança utilizando o R.

(f) Com os dados acima, faça o gráfico da função de densidade de proba-
bilidade a posteriori utilizando o R. Utilize os valores dos hiperparâ-
metros igual a 0, 01 e, depois, igual a 1.

4. Seja (𝑋1, 𝑋2, . . . , 𝑋𝑛) uma amostra aleatória de (𝑋|𝜋) ∼ 𝒢ℳ(𝜋), tal que
𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) seja o vetor dos valores observados.

(a) Encontre a função de verossimilhança de 𝜋, 𝑓(𝑥|𝜋).
(b) Qual é a distribuição a priori conjugada para 𝜋? Descreva os hiperpa-

râmetros com letras minúsculas do início do alfabeto (𝑎, 𝑏, 𝑐, . . .).

(c) Calcule a distribuição marginal de 𝑥, 𝑓(𝑥). Se necessário, utilize a
distribuição a priori conjugada para 𝜋.

(d) Qual é a distribuição a posteriori de 𝜋 dado 𝑥?
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5. Seja (𝑋1, 𝑋2, . . . , 𝑋𝑛) uma amostra aleatória de (𝑋|𝜏) ∼ ℒ𝒫(𝜇0, 𝜏), com 𝜇0

conhecido, tal que 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) seja o vetor dos valores observados.

(a) Encontre a função de verossimilhança de 𝜏 , 𝑓(𝑥|𝜏).
(b) Qual é a distribuição a priori conjugada para 𝜏? Descreva os hiperpa-

râmetros com letras minúsculas do início do alfabeto (𝑎, 𝑏, 𝑐, . . .).

(c) Calcule a distribuição marginal de 𝑥, 𝑓(𝑥). Se necessário, utilize a
distribuição a priori conjugada para 𝜏 .

(d) Qual é a distribuição a posteriori de 𝜏 dado 𝑥?

6. Seja (𝑋1, 𝑋2, . . . , 𝑋𝑛) uma amostra aleatória de uma variável aleatória com
função de densidade de probabilidade dada por

𝑓(𝑥) =
𝛼

𝑥𝛼+1
𝐼 [1,∞)(𝑥),

para 𝛼 > 0 desconhecido, tal que 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) seja o vetor dos
valores observados.

(a) Encontre a função de verossimilhança de 𝛼, 𝑓(𝑥|𝛼).
(b) Qual é a distribuição a priori conjugada para 𝛼? Descreva os hiperpa-

râmetros com letras minúsculas do início do alfabeto (𝑎, 𝑏, 𝑐, . . .).

(c) Calcule a distribuição marginal de 𝑥, 𝑓(𝑥). Se necessário, utilize a
distribuição a priori conjugada para 𝛼.

(d) Qual é a distribuição a posteriori de 𝛼 dado 𝑥?

7. ∗ Seja (𝑋1, 𝑋2, . . . , 𝑋𝑛) uma amostra aleatória de (𝑋|𝜃) ∼ 𝒰(0, 𝜃), tal que
𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) seja o vetor dos valores observados.

(a) Encontre a função de verossimilhança de 𝜃, 𝑓(𝑥|𝜃).
(b) Existe uma distribuição a priori conjugada para 𝜃? Se existir, qual

é esta distribuição? Se necessário, descreva os hiperparâmetros com
letras minúsculas do início do alfabeto (𝑎, 𝑏, 𝑐, . . .).

(c) Calcule a distribuição marginal de 𝑥, 𝑓(𝑥). Se a distribuição a priori
conjugada existir, use-a.

(d) Qual é a distribuição a posteriori de 𝜃 dado 𝑥? Se a distribuição a
priori conjugada existir, use-a.

∗O exercício demanda mais atenção e trabalho.


