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Universidade Federal do Rio de Janeiro
Centro de Ciências Matemáticas e da Natureza
Instituto de Matemática

Inferência Estatística I
Professor: Ralph dos Santos Silva

1. Seja (𝑋1, 𝑋2, . . . , 𝑋𝑛) uma amostra aleatória de (𝑋|𝜃) ∼ 𝒰(0, 𝜃) com 𝜃
desconhecido.

(a) Qual é a distribuição de 𝑋(𝑛)?

(b) Mostre que 𝑋(𝑛) é um estimador consistente de 𝜃.

(c) Encontre o estimador de 𝜃 pelo método dos momentos.

(d) O estimador de 𝜃 pelo método dos momentos é consistente? Prove ou
refute!

(e) Compare os dois estimadores acima. Eles são admissíveis ou inadmis-
síveis? Justifique-se.

2. Seja (𝑋1, 𝑋2, . . . , 𝑋𝑛) uma amostra aleatória de (𝑋|𝛼, 𝛽) ∼ 𝒰(𝛼, 𝛽) com
−∞ < 𝛼 < 𝛽 < ∞ desconhecidos. Encontre o estimador de máxima
verossimilhança de 𝛼, 𝛽 e E(𝑋|𝛼, 𝛽).

3. Seja (𝑋1, 𝑋2, . . . , 𝑋𝑛) uma amostra aleatória de (𝑋|𝛼, 𝛽) ∼ ℬ𝒯 (𝛼, 𝛽) com
𝛼 > 0 e 𝛽 > 0 desconhecidos. Mostre que

𝑇1 =
∑︁𝑛

𝑖=1
ln(𝑋𝑖) e 𝑇2 =

∑︁𝑛

𝑖=1
ln(1−𝑋𝑖)

são estatísticas conjuntamente suficientes minimais para (𝛼, 𝛽).

4. Seja (𝑋1, 𝑋2, . . . , 𝑋𝑛) uma amostra aleatória das distribuições abaixo. Para
cada uma delas, encontre as estatísticas (conjuntamente) suficientes mini-
mais, caso seja possível, para os respectivos parâmetros.

(a) (𝑋|𝜋) ∼ ℬℛ(𝜋) com 0 < 𝜋 < 1.

(b) (𝑋|𝑚,𝜋) ∼ ℬ𝒩 (𝑚,𝜋) com 0 < 𝜋 < 1 e 𝑚 conhecido (constante).

(c) (𝑋|𝜋) ∼ 𝒢ℳ∗(𝜋) com 0 < 𝜋 < 1.

(d) (𝑋|𝜇, 𝜎2) ∼ ℒ𝒩 †(𝜇, 𝜎2).

(e) (𝑋|𝛼, 𝛽) ∼ 𝒢(𝛼, 𝛽) com 𝛼 > 0 e 𝛽 > 0.
∗Geométrica
†Log-Normal



5. Seja (𝑋1, 𝑋2, . . . , 𝑋𝑛) uma amostra aleatória de (𝑋|𝜇, 𝜎2) ∼ 𝒩 (𝜇, 𝜎2). Con-
sidere o estimador de máxima verossimilhança para (𝜇, 𝜎2), isto é, (𝜇̂, 𝜎̂2).
Utilizando o programa R, faça e responda as questões abaixo.

(a) Escolha um valor (verdadeiro) para (𝜇, 𝜎2).

(b) Gere 𝑀 = 10.000 (dez mil) amostras de tamanho 𝑛 = 10 (comando
rnorm) com o valor escolhido de (𝜇, 𝜎2).

(c) Para cada uma das 𝑀 amostras de tamanho 𝑛, estime a média amos-
tral e a variância amostral. Ao final, você terá 𝑀 estimativas de 𝜇 e
𝑀 estimativas de 𝜎2.

(d) Calcule a média (amostral) e a variância (amostral) para as 𝑀 estima-
tivas de 𝜇 e as 𝑀 estimativas de 𝜎2. O resultado está em conformidade
com a parte teórica? Explique-se.

(e) Calcule a correlação (de Pearson) entre as estimativas de 𝜇 e 𝜎2 (co-
mando cor). O valor que você encontrou se justifica por alguma pro-
priedade teórica? Explique-se.

(f) Faça o histograma das 𝑀 estimativas de 𝜇 (comando hist com a opção
prob=T). O formato do histograma se justifica por alguma propriedade
teórica? Explique-se. Se for possível, adicione ao histograma a função
de densidade de probabilidade teórica e compare os resultados.

(g) Faça o histograma das 𝑀 estimativas de 𝜎2 (comando hist com a
opção prob=T). O formato do histograma se justifica por alguma pro-
priedade teórica? Explique-se. Se for possível, adicione ao histograma
a função de densidade de probabilidade teórica e compare os resulta-
dos.

(h) Repita os Itens de (b) até (g) para 𝑛 = 100, depois 𝑛 = 1.000 e,
finalmente, 𝑛 = 10.000. Quando o tamanho da amostra crescre, os
resultados estão em conformidade com a parte teórica? Explique-se.

Cuidado ao escrever o código porque para 𝑀 = 10.000 e 𝑛 = 10.000 poderá
consumir muita memória física (RAM) do computador. Ele irá travar! Note
que o exercício acima é puramente didático. Na prática, o valor de 𝑀 será
(quase) sempre igual 1 (um).

6. Seja (𝑋1, 𝑋2, . . . , 𝑋𝑛) uma amostra aleatória de (𝑋|𝜇, 𝜏) ∼ ℒ𝒫(𝜇, 𝜏)‡. En-
contre, se possível, as estatísticas conjuntamente suficientes minimais para
(𝜇, 𝜏).

‡Laplace (exponencial dupla)



7. Seja (𝑋1, 𝑋2, . . . , 𝑋𝑛) uma amostra aleatória de (𝑋|𝜇, 𝜎2, 𝜈) ∼ 𝑡𝜈(𝜇, 𝜎
2)§.

Encontre, se possível, as estatísticas conjuntamente suficientes minimais
para (𝜇, 𝜎2, 𝜈).

§𝑡-Student


