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1. Seja (𝑋1, 𝑋2, . . . , 𝑋𝑛) uma amostra aleatória de (𝑋|𝜇) ∼ 𝒩 (𝜇; 𝜎2
0) com 𝜎2

0

conhecido.

(a) Escreva a função de verossimilhança 𝐿(𝜇) e seu logaritmo ℓ(𝜇).
(b) Calcule ℓ′(𝜇|𝑥) e E(ℓ′(𝜇|𝑋)|𝜇).
(c) Calcule a variância exata do estimador de máxima verossimilhança

para 𝜇.
(d) Calcule a informação de Fisher e o limite inferior de Cramér-Rao.
(e) O estimador de máxima verossimilhança para 𝜇 é eficiente?
(f) Considere 𝑚𝑒𝑑(𝑋) - a mediana amostral - como estimador de 𝜇. Este

estimador é eficiente? O que podemos afirmar sobre a variância de
𝑚𝑒𝑑(𝑋)?

2. Seja (𝑋1, 𝑋2, . . . , 𝑋𝑛) uma amostra aleatória de (𝑋|𝜇) ∼ ℒ𝒩 (𝜇; 𝜎2
0) com

𝜎2
0 conhecido. O estimador de máxima verossimilhança para 𝜇 é eficiente?

Justifique-se.

3. Seja (𝑋1, 𝑋2, . . . , 𝑋𝑛) uma amostra aleatória de (𝑋|𝛽) ∼ ℰ(1/𝛽) tal que
E(𝑋|𝛽) = 𝛽. O estimador pelo método dos momentos para 𝛽 é eficiente?
Justifique-se.

4. Seja (𝑋1, 𝑋2, . . . , 𝑋𝑛) uma amostra aleatória de (𝑋|𝛽) ∼ 𝒢(𝛼0, 𝛽) com 𝛼0

conhecido. O estimador de máxima verossimilhança para 𝛽 é eficiente?
Justifique-se.

5. Seja (𝑋1, 𝑋2, . . . , 𝑋𝑛) uma amostra aleatória de uma variável aleatória con-
tínua com

𝑓(𝑥|𝜃) = 𝜃𝑥𝜃−1𝐼 [0,1](𝑥), com 𝜃 > 0.

(a) Escreva a função de verossimilhança 𝐿(𝜃) e seu logaritmo ℓ(𝜃).
(b) Calcule ℓ′(𝜃|𝑥) e E(ℓ′(𝜃|𝑋)).
(c) Calcule a variância exata do estimador de máxima verossimilhança

para 𝜃.
(d) Calcule a informação de Fisher e o limite inferior de Cramér-Rao.
(e) O estimador de máxima verossimilhança para 𝜃 é eficiente?



6. Seja (𝑋1, 𝑋2, . . . , 𝑋𝑛) uma amostra aleatória de uma variável aleatória con-
tínua com

𝑓(𝑥|𝜃) = 1

2𝜃
exp

{︂
−|𝑥|

𝜃

}︂
, para 𝑥 ∈ R com 𝜃 > 0.

(a) Escreva a função de verossimilhança 𝐿(𝜃) e seu logaritmo ℓ(𝜃).
(b) Calcule ℓ′(𝜃|𝑥).
(c) Encontre o estimador de máxima verossimilhança de 𝜃.

(d) Calcule a Var(̂︀𝜃|𝜃), isto é, calcule a variância exata do estimador de
máxima verossimilhança para 𝜃.

(e) Calcule a informação de Fisher e o limite inferior de Cramér-Rao.
(f) O estimador de máxima verossimilhança para 𝜃 é eficiente?
(g) Encontre a distribuição amostral do estimador de máxima verosimi-

lhança (condicional a 𝜃).
(h) Encontre a distribuição assintótica do estimador de máxima verosimi-

lhança (condicional a 𝜃).

7. Seja (𝑋1, 𝑋2, . . . , 𝑋𝑛) uma amostra aleatória de (𝑋|𝛼, 𝛽) ∼ ℬ𝒯 (𝛼; 𝛽). En-
contre a matriz de informação de Fisher para (𝛼, 𝛽).

8. Considere (𝑋|𝛼, 𝛽) ∼ ℬ𝒯 (𝛼; 𝛽). Calcule E(ln(𝑋)|𝛼, 𝛽) e E(ln(1−𝑋)|𝛼, 𝛽).

9. Seja (𝑋1, 𝑋2, . . . , 𝑋𝑛) uma amostra aleatória de (𝑋|𝛼, 𝛽) ∼ ℬ𝒯 (𝛼; 𝛽).
Considere as estatísticas

𝑇1 = 𝑟1(𝑋) =
1

𝑛

∑︁𝑛

𝑖=1
ln(𝑋𝑖) e 𝑇2 = 𝑟2(𝑋) =

1

𝑛

∑︁𝑛

𝑖=1
ln(1−𝑋𝑖).

Calcule os limites inferiores de Cramér-Rao para 𝑇1 e 𝑇2, respectivamente.

10. Seja (𝑋1, 𝑋2, . . . , 𝑋𝑛) uma amostra aleatória de uma variável aleatória con-
tínua com

𝑓(𝑥|𝜃) = 𝜃

𝑥𝜃+1
𝐼 [1,∞)(𝑥), com 𝜃 > 0.

(a) Encontre o estimador de máxima verossimilhança de 𝜃.
(b) Calcule a informação de Fisher e o limite inferior de Cramér-Rao.
(c) O estimador de máxima verossimilhança para 𝜃 é eficiente?
(d) Encontre a distribuição amostral do estimador de máxima verosimi-

lhança (condicional a 𝜃).
(e) Encontre a distribuição assintótica do estimador de máxima verosimi-

lhança (condicional a 𝜃).


