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Programa da disciplina

¢ Distribuigbes de vetores e matrizes aleatérias:

¢ Normal multivariada;
¢ t-Student multivariada; e
¢ Wishart (inversa Wishart).

® Inferéncia sobre os parametros.

® Andlise de variancia multivariada.

® Regressao linear multivariada.

¢ Discriminagao e classificagao.

® Analise de componentes principais.
® Andlise fatorial.

® Analise de conglomerados.

® Escalonamento multidimensional.
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Organizacao de dados

Suponha que estejamos diante de um problema em que p variaveis foram
observadas para uma amostra de n elementos. Assim, a observagao para o
i-ésimo elemento da amostra sera um vetor p-variado denotador por x ; tal
que

XI:(X1j,X2j,...7Xp,‘), i:1,2,...,n,

em que X representa a observacao da j-ésima variavel do i-ésimo elemento
daamostra, j=1,2,...,p.

A colecéo de dados observados pode ser representada por meio de uma
matriz X de dimensao p x n, isto &,

X111 X2 ... Xin

X1 Xo2 ... Xop
X =

Xp1 Xp2 e Xpn



Assim, as linhas da matriz X representam as p variaveis medidas e, as
colunas, as n unidades amostrais.

Podemos representar a matriz X através de suas linhas
Xy,
X,
-
Xp.

em que x,T = (X1, X2, .. ., Xjn) € 0 vetor das n observagdes da j-ésima
variavel, j=1,2,...,p.
Também podemos representar a matriz X através de suas colunas.

Adotando a notagdo x;, i = 1,2,...,n, para designar a i-ésima coluna de X,
temos
X=[x1 X2 ... Xu,

emquecadax;éumvetorpx1,i=1,2,...,n.



Exemplo

Uma selecao de 4 notas fiscais de uma livraria universitaria foi obtida de
modo a investigar a natureza das vendas. Cada nota forneceu o nimero de
livros vendidos e o valor total da venda (em dolares). Obteve-se a seguinte
matriz de dados, na qual a primeira linha indica o nimero de livros vendidos
e, a segunda, o valor da venda.

4 5 4 3

X=14 52 48 58|

A representagao dos dados desta forma permite o célculo de quantidades
numéricas de interesse de forma eficiente e facil.



Estatisticas descritivas

A média amostral para a j-ésima variavel observada pode ser representada
como

_ 1 n ,
szﬁzi:1)(,,-, f=12,...,p

Assim, podemos definir o vetor de médias amostral x como

X1
X2
7 =
Xp
Algebricamente,
X= 1X1,
n

em que 1 é um vetor n x 1 com todos os elementos iguais a 1.



Uma medida de dispersdo para a j-ésima variavel € dada pela variancia

amostral ]
n —\2 .
sjj:in—1zi:1(xji_xj)’ j=12,...,p.
A covariancia amostral entre a j-ésima e a k-ésima variaveis é dada por
sjk— 12 le_ XkI_Xk) jyk:1727"'7p € j?ék

Agora, podemos representar de forma organizada as informagdes sobre
variabilidade através da matriz de covariancias amostral dada por

S11 Si2 ... Sip

S21 S22 ... Sp
S =

Spt Sp2 ... Spp

Observe que a matriz de covariancias € uma matriz simétrica: S= S'.



Algebricamente, podemos escrever a matriz de dados menos o vetor de
médias na forma
X-—x17,
e a matriz de covariancias na forma
s = - ! (X~ x1)(X—x1")"
1 n — _
- 2[21(x,, —X)(x;i—X%)".

n—1

Podemos também definir a matriz de correlacées amostral R, com

Sik
elementos rx = —=—,
v/ Sjj Skk
14 e ... nhp
oy 2 ... Izp
R =
I ;2 ... Ipp

Observe que a matriz de correlagdes é uma matriz simétrica: R=R".



Algebricamente, a matriz de correlagbes pode ser escrita na forma

1

R:
n—1

[A‘”Z(X - 71T)} [A‘”Z(X - YIT)] !

com
A2 = diag(s}/?, 3%, -, Sh)7)

—1
uma matriz diagonal p x p,e A~"/2 = [A‘/Z] )
Observe que podemos relacionar algebricamente as matrizes S e R tal que

S=A"2RAY? e R=A"'28A7"2



Em muitas aplicagbes as somas dos desvios quadrados da média e dos
produtos cruzados de tais desvios s&o utilizadas. Adotaremos aqui a
notagéo:

n —_— .
wj = Zi:‘](xl‘fixj)zv 1:1723"'7p3 €

n — - : .
Wik = Zi:1()(ji—xj)(xki_xk)7 k=12,....p e j#k.

Assim, definimos a matriz W de somas dos desvios quadrados da média
e produtos cruzados dos desvios da média por

W11 Wi2 ... Wip

Woq Woo N Wap
W =

Wp1 sz ce. pr

= (X=-x1")(X—-x1")"
= > xi-Wx-x)"

Ver arquivo exemplo_01.r



Representacao grafica

Podemos utilizar graficos de dispersao para variaveis duas a duas.
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var 1
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Figura 1: Exemplo de gréafico de dispersao de varidveis duas a duas.

Ver arquivo exemplo_02.r



Exemplo

O papel é fabricado em folhas continuas com varios metros de largura. Por
causa da orientacdo das fibras dentro do papel, ele tem uma forca diferente
quando medido na dire¢éo produzida pela maquina do que quando medido
em angulos retos para a dire¢do da maquina.

Temos as seguintes variaveis:
xq: densidade (gramas/centimetro cubico);
xz: forga (libras) na dire¢cdo da maquina; e
x3: forga (libras) na direcao cruzada.

Ver arquivo exemplo_03.r
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Figura 2: Gréaficos de dispersao e boxplots das variaveis densidade, for¢a na direcao
da maquina e forga na diregéo cruzada referentes a qualidade do papel.



Distancias

A maior parte das técnicas multivariadas se baseia no simples conceito de
distancia.

Estamos habituados a distancia usual chamada distancia euclideana, tal
que se P(xy, X2, ..., Xp) € Q(u1, 2, - - - , i1p) SA0 dois pontos em R, a
distancia entre P e Q é dada por

0e(P, Q) = /(1 — )2 + (e = )2+ + (% — )2

Porém, a distancia euclideana pode nédo ser adequada em muitos
problemas, dependendo da natureza das variaveis envolvidas.

Isto ocorre devido ao fato de que na distancia euclideana cada coordenada
contribui igualmente para o calculo da mesma.

Quando as coordenadas representam medi¢des que sdo sujeitas a
flutuagbes aleatdrias de magnitudes diferentes, é frequentemente desejavel
ponderar coordenadas sujeitas a maior variabilidade com um peso menor do
que aquelas sujeitas a uma menor variabilidade.



Deseja-se uma nova medida de distancia que leve em conta as diferengas
em variabilidade entre as diversas variaveis incluidas na andlise e a
presenca de correlagao entre os pares de variaveis.

Suponha primeiro um conjunto de p variaveis ndo correlacionadas, com
variancias distintas. Assim, de forma a equilibrar a contribuicao das diversas
variaveis ao calculo da distancia, podemos pondera-las de forma
inversamente proporcional aos seus desvios padrao (/) e calculando a
distancia euclideana

de(P, Q) = \/(x— )72 " (x — ),
em que Q2 é uma matriz diagonal com elementos o11, 022, . .., opp,
X = (X17X27"'7XP)T elj/: (l“uuZ:"'Hu‘p)T'

Uma medida de distancia que leva em conta as covariancias entre as
variaveis € dada por

0(P.Q) = /(X — ) TE N (x — p),

em que X é a matriz de covariancias.



Distribuic&o normal

Seja X uma variavel aleatéria continua com distribuicdo normal com média p
e variancia o2. Entdo,

1 1
Al 0®) = s e {50 (x— )}

parax € R, p € Re o? € RT.

Temos que
Pr((X—pl < o)=Pr(u— o< X<pu+ o)=~0,683.
Pr(|1X — pu| €20) =Pr(p—20 < X < p+ 20) ~ 0,954.
Pr(|]X — pu| < 30) =Pr(n— 30 < X < p+ 30) ~0,997.

Sabemos também que E(X) = p e Var(X) = o2



Distancias

Sabemos que a distancia euclideana entre dois pontos, P(x) e Q(u), no RP
é dado por

Ao(P,Q) = /0 — )2+ (e — )2+ (% — pip)?
= Vx—p)T(x—p).
Uma generalizagao da distancia euclideana é dada por
de(P, Q) = V(X — p)TW(x — p).

Neste caso, temos pesos diferentes para cada valor do vetor e também
levamos em conta as possiveis interagdes (correlagdes).

No nucleo da funcdo de densidade da normal univariada, temos

(x - ,u)2 _ ;Z,u)2 ~ (X = )0 (x— p).

g

Isto lembra o quadrado da distancia euclideana modificada para d = 1.



Assim, o nucleo de uma normal multivariada é dado pelo quadrado da
distancia euclideana modificada entre os pontos x e p no R, isto é, por

(Xx— 1) = (x - p),

em que a matriz de pesos é dada por X', e X corresponde a matriz de
covariancias (simétrica e positiva definida).

Note que quanto maior a variancia de determinada variavel (componente do
vetor aleatdrio X), menor sera seu peso no célculo da distancia em questao.

Para determinar a fungéo de densidade de probabilidade da normal
multivariada precisamos somente da constante de normalizagcdo. Prova-se
que a constante é dada por

(2W)*P/2’z‘—1/2’

com |A| = det(A) por definicao.



Funcéo de densidade de probabilidade da normal multivariada

Definicao
A fungdo de densidade de probabilidade da normal multivariada, com vetor
de médias p e matriz de covariancias X, é dada por

1 1 T
f(x|p,x) = W@(P {_E(X_ p) XT(x - N)}
= )R e { - - TE (- )}
com x € RP, u € R e ¥ uma matriz p x p simétrica e positiva definida.
Prova-se que E(X) = p e Var(X) = X (matriz simétrica e positiva definida).

Notacao
X~ -/VP(H-, Z).



Exemplo: normal bivariada
Consideramos a seguir a particularizagéo da normal multivariada para o
caso bivariado.

Considere o seguinte:
=M = E(X1)
2]~ |E(%)
s — o111 O12| Var(X1) COV(X1 s Xz)
T oz om|  |Cov(Xe,Xi)  Var(Xp) |’
em que COV(X1,X2) = COV(Xg, X1) = 012 = 021. LOgO,

1 1 o2 —O12
s —
011022 — 0§ |~ 012 011
_ 1 o322 —p124/011022
o11022(1 — p2,) | —p124/011022 o1 ’

012

V011022

pois p12 = (correlagao entre X e Xz).



Segue-se que
(x—p) =7 (x - p)

1 022 —P12\/U11022] {X1 —Mq
= X1 — Xo — _—
Da = m e = e o11022(1 — p2,) {—mzm 11 Xp — 2
022(X1 — 1) + 011 (%2 — 12)2 — 2p124/T11022(X1 — 1) (Xo — p2)
o11022(1 — p3,)

1 Jp?g [(Xl/%1>2+ (XZT\/‘TZz)z —2p12 (%) (%)} )

Note que se as variaveis X; e X, sdo ndo correlacionadas, tal que p12 = 0,
entdo a densidade conjunta pode ser reescrita como o produto de duas
densidades normais. Neste caso, f(x1, Xo|p, X) = f(X1|p1, 011)f(Xe|p2, 022),
e, portanto, X; e Xz sdo variaveis aleatérias independentes.

Ver arquivo exemplo_04.r



Algumas propriedades da normal multivariada

Seja X ~ Np(u, X). Entao,

BN = (s omp) =

EX) = E[(X%,....%) ] = (E(X),.
| EXXT) " =%,

var(X) = E[(X—pu)(X —p)T

em que E(X) = p.

Note que Var(X); x = Cov(X;, Xx) paraj,k=1,...,p.

A matriz de covariancias, X, é simétrica e positiva definida.

Seja A uma matriz m x p, bumvetor mx 1 e X ~ Np(u, X). Entdo,
Y =AX + b~ Np(E, W),

emqueé =Au+beWw =AXA".

Combinacao linear de variaveis aleatdrias normais (correlacionadas ou
nao) tem distribuicao normal.



Decomposicéo da matriz X

Podemos representar a distribuicdo normal multivariada como uma
transformacao linear de variaveis aleatérias normais univariadas?

Podemos representar a distribuicdo normal multivariada como uma
transformacéo linear de varidveis aleatérias normais padrao univariadas?

Podemos ver a distribuicdo normal multivariada como uma elipse
p-dimensional?

Sim é a resposta para as trés perguntas acima.

Podemos, por exemplo, empregar a decomposi¢do em valores singulares
(SVD) da matriz de covariancias X para obter

T =VDVT,

em que V é uma matriz p x p ortonormal (as colunas da matriz sdo
ortogonais e cada uma tem norma 1) e D € uma matriz p x p diagonal com
elementos dj, j =1, ..., p, positivos. Em geral, os elementos d; estdo
ordenados de forma néo crescente.



Isto significa que qualquer vetor normalmente distribuido X ~ Ap(u, ), com
¥ = VDV, pode ser escrito como X = V(W — p) + u, em que

W ~ Np(u, D) e as coordenadas de W, W, sdo independentes e
normalmente distribuidas com média y; e varianciadj, j=1,...,p.

Suponha que Z ~ N,(0,1,) e que X = VDV = VD'/2D'/2V" = HH', em
que D'/? ¢ a matriz formada pelas raizes quadradas dos elementos da
diagonal de D, e H = VD'/?. Entao, para X = HZ + p, temos
E(X) = E(HZ+up)=HE(Z)+pu=H0+pu=p e
Var(X) = Var(HZ)= HVar(Z)H' = HIH"
vD'/2D'?vT =vDV' =%,

Portanto, X ~ Np(u, X).

Também podemos utilizar a decomposicao de Cholesky para obter
T =UTU=LL",emque U e L sdo matrizes triangulares superior e inferior,
respectivamente. Neste caso, temos que L= U".

Ver arquivo exemplo_05.r



Distribuicdo normal multivariada: marginais e condicionais

Seja X ~ Np(p, X) tal que

X = Kj ep= [Z;] , com dimensdes {(pi’ 2)1X 1} ,
_ X X : = axq ax(p—q) }
X = [221 ZZJ , com dimensbes [(p— Oxq (p-q) x(p-q)l"

em que p > q > 1. Entao,
X1~ No(py, Z11),
Xz ~ Nip—q) (b2, X22), €
(X1|Xz = &) ~ Ny(p, X),

em que

Bo= 4Ty (6 — pp)
T — 12Xy Tor.

M
I



Revisao
Seja X uma variavel aleatéria continua com funcédo de densidade de
probabilidade f(x).

Momentos ordinarios:

E(X‘) = /_ b x"f(x)dx.

Definimos px = E(X) como a média.
Momentos centrais:

B d) = [ (= ) T3
Definimos 0% = E([X — ux]?) como a variancia.

Definimos ox = /02 como desvio padrao.



O coeficiente de assimetria é definido por

S(X) = E ([X— ] 3) _E(X - o)

Ox 0’;

e o coeficiente de curtose por

K(X)=E ([X “X_4> _ B wl)

Ox Ox

A quantidade K(X) — 3 é chamada de excesso de curtose porque
K(X) = 3 para a distribuicio normal’.

Uma distribuigdo com excesso de curtose positivo € dita ter caudas
pesadas (leptocurtica).

Uma distribuicdo com excesso de curtose negativo é dita ter caudas leves
(platicurtica).

'Se X ~ N (p, o?), entdo K(X) = 3.



Laplace

0,4

0,3

f(x)

Normal

0,2

01

t=Student
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Figura 3: Comparagéao das func¢des de densidades de probabilidades da normal,
Laplace e t-Student com 1 grau de liberdade.

® A curtose da Laplace é maior que a curtose da normal.
e A curtose da t-Student? é maior que a curtose da Laplace.

2Distribuicio t-Student com 1 grau de liberdade ou distribuigio de Cauchy.



Momentos amostrais (unidimensionais)

Suponha que {Xi, Xz, ..., X»} seja uma amostra aleatéria de X com n
observacgdes.

® Média amostral: ]
_— n
fix =X = BZI:1XI‘

e Variancia amostral:

2 1 oy e
65 = > (Xi=X)%

n—1
® QO coeficiente de assimetria amostral:

N M3

5(x) = L

M- s_ 1 )3
53 com M = p— E l_:1(X, X)°.
¢ O coeficiente de curtose amostral:

4 1 n o
4 - 4
com M*= 7’7_12[:1()(, X)*.

M, ¢=1,2,..., podem ser chamados de momentos centrais amostrais.



Testes de assimetria e curtose

Sob a hipoétese de normalidade (que a amostra aleatoria é proveniente de
uma distribuicao normal), temos que

S(X) =~ N(0,6/n) e K(X)=~N(3,24/n)
para n “suficientemente grande”.

Dado uma amostra aleatéria {Xi, X, ..., Xn}, para testar a assimetria da
distribuicao dos dados, consideramos

{Ho: S(X)=0
Hi: S(X) #0.

A estatistica da razdo t-Student da assimetria é

78X

~ N(0,1).

%
@
3>

Rejeitamos H, ao nivel a de significancia se | Tops| > Z1_a /2, €M QUE Z1_4 2
€ o percentil 100(1 — «/2) da distribuigdo normal padrao.



Para testar o excesso de curtose da distribuicdo dos dados, consideramos

{ Ho: K(X)—3=0
Hy: K(X)-3#0.

A estatistica da razao t-Student do excesso de curtose é

_K(X) -3 _
=~z ~ N(0,1).

Rejeitamos H, ao nivel a de significancia se | Tops| > Z1_a 2, €M QUE Z1_q )2
€ o percentil 100(1 — «/2) da distribuigdo normal padrao.



Teste de normalidade de Jarque-Bera

Considere o seguinte teste de hipéteses:

Hy : A amostra aleatoria é proveniente de uma dist. normal;
H; : A amostra aleatéria nao é proveniente de uma dist. normal.

A estatistica do teste de normalidade de Jarque e Bera é dada por

_8(X) (KX -3 _
JB— 6/” + 24/n =~ X2,

para n “suficientemente grande”.

Rejeitamos H, (normalidade) se JB > x7_,, em que xi_,, & o percentil
100(1 — «) da distribuigdo x3.

Ver arquivos exemplo_06.r



Distribuicdo gama

Seja X uma variavel aleatéria com distribuicdo gama com parametros de

forma « e de escala 5. Entéo, a fungao de densidade de probabilidade é
dada por

f(X|a, B) = rfz)xa—1 exp{—Bx}lpo(X), a>0 e >0
Temos que
E(X) = %
Var(X) %

Denotaremos a distribuicdo gama com parametros « e 3 por G(«, 3).



Distribuic&o inversa gama

Seja Y uma variavel aleatdria com distribuicdo gama com parametros de
forma a e de escala 5 e X = 1/Y. Entéo, a fungao de densidade de
probabilidade de X é dada por

f(x|a, B) = ﬁ(a)x (at1) exp{—g}l[o,m](xy a>0 e B>0.
Temos que
E(X) = a[j1, para o> 1
62
Var(X) CEECEDL para o >2

Denotaremos a distribuigdo gama invertida com parametros « e 3 por
ZG(a, B).



Distribuicdo qui-quadrada

Seja X uma variavel aleatéria com distribuicdo qui-quadrada com
(parametro) n graus de liberdade. Entao, a fungédo de densidade de
probabilidade é dada por

1 21 X
f(x|n) = ———=x"*"exp{ 2t lpoy(x), @a>0 e B>0.
2n/2r (Q) { 2}
2
Temos que
E(X) = n
Var(X) = 2n

Denotaremos a distribuicdo qui-quadrada com n graus de liberdade por x2.



Distribuicao f-Student

Seja X uma variavel aleatéria com distribuicdo t-Student com parametros

localizac&o 1, de escala o2 e v graus de liberdade. Ent&o, a funcéo de
densidade de probabilidade é dada por

r<,,;1> (x— p)?

—(H1)/2
14
v 1 ( vo? > ’
v LAY
r( )r(2>u o

2

v+1
r<7) 2y —(v+1)/2
2 1+ (x = 1) xeR
YN 12,0724 vo? ’ ’
r(z)7T

emaque u € R, v >0eo? > 0. Temos que

F(X|p1, 0%, v)

E(X) Ly se v>1

Var(X) = yi202’ se v>2.

Denotaremos a distribuigéo t-Student por t, (i, 02).



Distribuicao F-Snedecor

Seja X uma variavel aleatéria com distribuicdo F-Snedecor com
(parametros) graus de liberdades n e m. Entao, a funcéo de densidade de
probabilidade é dada por

nan/2 I‘(m;-n) e N\ —(n+m)/2
f(xin.m) = () oy 2oy ( ) li0,00)(X),

LG R
emquen>0em>0.

Denotaremos a distribuigdo F-Snedecor com n e m graus de liberdade por
Fn,m-



Resultado
Se Z e W sao variaveis aleatérias independentes tal que Z ~ N(0, 1),
W~x2e

Z

T= ,
W/n

entdo T ~ t,(0,1).

Prova

Fr(t)

Pr(T<t)y=Pr(Z<tyW/n)
/ooPr(Z < t\/w/n‘W = w)fw(w)dw
0

/Oocb(t\/w/n)fw(w)dw.
0



7]

fr(t) = aI;Tt(t) a/ e

- /:o§¢(t\/wi/n)fw(w)dwz/ o(t\/w/n) \/7fW(W aw
1 ) . 1 .
: r(g>r<%) 2(”“)/%1/2/0 W 1eXp{ 2 <1 + >}dw

) <n; 1) 2 —(n+1)/2
i , tER
( )n1/2 n

Portanto, T ~ l‘n(O




Resultado
Se T~ 1(0,1) e Y = T? entdo Y ~ Fi .

Prova
Fry) = PIY <y)=P(T?<y)=Pr(—y7 < T <9
= Pr(T<Vy)-Pr(T< f)_Fr(f) Fr(—y7)
vy = B nng vl

r<n+1)
— 2 _ Z —(n+1)/2
T (g) r (%) n1/2y1/2 1 (1 * n) » y=20

Portanto, Y ~ Fiy m.




Distribuigao t-Student multivariada

Seja X um vetor aleatério p-dimensional com distribuigao t-Student
multivariada com (parametros) vetor de localizacao 1, matriz de escala
e graus de liberdade v. Entéo, a fungéao de densidade de probabilidade é
dada por

r (” er p) ] o —(r4p)/2
ol E0) = — (14w =0 ) ,
r (E) 7P/2uP/2|E|1/2 v

para x € RP, com p € RP, ¥ uma matriz p x p simétrica e positiva definida, e
v > 0. Temos que

E(X) = up, se v>1
Var(X) = Viz}:, se v>2.

Denotaremos a distribuigdo t-Student multivariada por ¢, (u, ).



Distribuicdo Wishart

Seja X uma matriz aleatéria p x p com distribuigdo Wishart com
(parametros) matriz de escala V e graus de liberdade v. Entéo, a fungao
de densidade de probabilidade é dada por

|X|(=P=1)/2 expy {—%tr( V”X)}

f(X|V,v) =

209)/2| V| /2mplo- /4TI, T (% n (1 2—]))

para X no espago das matrizes p x p, simétricas e positiva definida. Além
disso, V é uma matriz p x p simétrica e positiva definida, e v > p. Temos que

E(X) = vV
Var()(jk) = V(Vﬁ(+vjjvkk)7 j?k:1325"'3p'

Denotaremos a distribuigdo Wishart por W(V,v).



Resultado
Seja (X1, Xz, ..., X») uma amostra aleatéria de NVp(u, X) tal que n > p.
Entao,

S (X - w) (X~ )~ W(E, ).

Resultado
Se X ~W(V,v)eY=X" entdo Y ~ IW(U,v) - chamada de inversa
Wishart com U = V~'.

A fungdo de densidade de probabilidade de Y é dada por

|U|u/2‘ Y|,(,,+p+1)/2 exp {_%tr(UY_1 )}

f(Y|U,v) = )
1
ZmﬂﬂWﬂMHLr<%+(2D>
Temos que
E(Y) = v para v>p-+1.

v—p—1’



Normal multivariada: inferéncia sobre o vetor de médias

Considere o problema univariado no qual se tem uma amostra aleatéria de
tamanho n, (Xi, Xz, ..., X»), da distribuigdo N (i, o), em que ambos 0s
parametros - média e variancia - sdo desconhecidos.

A estatistica dada por -
X—u
\/S?/n

tem distribuicao t-Student com n — 1 graus de liberdade.

_ 1 n 2
X = EZHX, eSf=_— . Z, 1 2 350 as estatisticas utilizadas.



Podemos tomar o quadrado da estatistica f na forma
. —1 .
T = V(X - ) ($?) V(X - n).
Neste caso, a distribuicdo 72 é uma F-Snedecor com 1 e n — 1 graus de
liberdade.
Notag&o: T2 ~ Fi n_1.

Esta ultima expressao nos sugere a seguinte versdo multivariada desta
estatistica: - B
T*=n(X —p)' 87'(X - p),

em que
X=15"x e 5= 3" X,-X)(X-X)"
T nl—i=”! T n—1 L=\ ! ’

com (X1, Xz, ..., Xn) sendo uma amostra aleatéria da Np(u, X).

A estatistica T2 é chamada Estatistica T2 de Hotelling em homenagem a
Harold Hotelling.



Proposicao

Sejam X4, Xz, ..., X, uma amostra aleatéria da distribuigao Np(u, X) €
T2 =n(X — u)"S'(X — p). Entéo,
n-p -2
(n—np' "~ TP

Natureza da estatistica T2:

(5
V(X LS =X -0 VA )’

Np(0,x) Np(0,X)

em que
VAKX —p) e > (Xi- X)X - X)"

sdo independentes.



Teste de hipbteses

Considere o problema de testar as hipéteses

{ Ho: p=pq

H1 : 12 7é Mo,
quando se tem uma amostra aleatdria da distribuigdo normal multivariada.
A estatistica de teste neste caso sera dada por
TP=nX—p) S (X —p).
(n—1)
n

Sob Hy, a estatistica T2 tem distribuicéo — pp}'p,n,p de acordo com a

Proposicao anterior. Assim, ao nivel de significancia «, rejeitamos H, se

72 (n—1)p

obs n— Fon—pi-a para Tgbs = n(Y - IJ')TS_1(Y - /J,),

com Fp n_p1—a representando o quantil de 100(1 — a)% da distribuicao
Fp,n—p-

Notacao: S representa a matriz aleatéria e também sua realizagéo (o valor
observado). Em geral, omitiremos {obs} de T2, isto é, utilizaremos s6 T2.



Exemplo

A transpiragao de 20 mulheres saudaveis foi analisada produzindo Xj - taxa
de suor, Xz - contetdo de sédio e X3 - conteldo de potassio. Deseja-se
testar, ao nivel de significancia de 10%, as hip6teses

Ho: w=(4,50,10)"
Hy o w#(4,50,10)7.

Lembrem-se antes de verificar a normalidade dos dados!
Apés os calculos, obteve-se T> ~9,74e RC = {T2: T2 > 8,17}.
Logo, ao nivel de significancia de 10%, rejeitamos a hipétese nula.

Qual é o valor p deste teste? Calcule T?(n — p)/(p(n— 1)) e obtenha a
probabilidade da cauda superior da distribui¢do Fp,»—p associada a este
valor.

Temos, p = 0,0649. Portanto, para qualquer nivel de significancia menor
que 6,5%, Hp nao seria rejeitada.

Ver arquivo exemplo_07.r



Invariancia da estatistica T2

A estatistica T2 é invariante sob transformacgdes de localizacéo e escala.

Defina Y = CX +d,com X (p x 1), Y (p x 1) vetores aleatédrios, d vetor
(p x 1) de constantes fixadas e C matriz (p x p) ndo-singular de constantes
fixadas.

Entdo, Y = CX + d e Sy = CSxC'. Além disso, 1, = Cpy + d.
Assim,
¢ = n(Y—py)" Sy (Y — py)
__ T T —1 __

= n(CX — Cuy) (csxc) (CX — Cpy)

_ Y _ T T Ty\—1 —1 —1 Y

= n(X—px) C (,C )" Sx ‘C/p C(X — px)

P

= n(X-— MX)TS)_(1 (X — px)
= Ti



A estatistica T2 e o teste de razdo de verossimilhancas

Uma metodologia muito usada na construgao de testes de hipbteses é
conhecida como teste de razao de verossimilhancas (teste RV).

Em linhas gerais, se temos uma amostra aleatéria de uma distribuicdo que
depende de um vetor de parametros 6 cuja densidade é f,(x|0) e desejamos
testar

Ho: 0€0g
H1 0 € @0,
a estatistica do teste RV é dada por
_ maxeco, L(0|X)
Ax) = maxg L(0]X)

com L(0|x) a fungdo de verossimilhanga.



Observe que a estatistica A(x) € um nimero entre 0 e 1.
Se 0 méximo sob H, for o méximo global, teremos A(x) = 1.

Caso contrario, A(x) < 1 e como A(x) representa uma razdo entre
quantidades positivas, segue que 0 < A(x) < 1.

Assim, é razoavel dizer que a hipdtese nula serd rejeitada para valores
pequenos de A(x) tal que as regides criticas nos testes RV sédo da forma
A(x) < c.

Para obter o valor de ¢ é necessario conhecer a distribuicdo amostral de
A(x). Esta distribuigdo nem sempre é facil de ser obtida e muitas vezes sdo
necessarios métodos aproximados para avaliar o valor de ¢ para um dado
nivel de significancia.



Distribuigao assintética da estatistica A

Temos que
2
—2InA R Xv—vq

em que v é a dimensao do espaco de parametros e 1, € a dimensao do
sub-espago correspondente a hipdtese nula.

Calcularemos a estatistica A(x) no contexto do teste das hipbteses

{ Ho: p=pq
Hi: p# no,

quando se tem uma amostra aleatéria da distribuigdo normal multivariada.



O maximo global da fungéo de verossimilhanga é obtido quando

~ 5 o 1= - v n—1
i=X e = BZH(X, -X)(Xi—X)" = ——S
e dado por R N
L(@, ) = (2r) "/2|x|~"2e™P/2,

Portanto, ja temos o denominador da estatistica A(x), neste caso.

Para obter o numerador, observe que sob Hy ha apenas um valor possivel
para p dado por p,. Neste caso, usando os resultados apresentados na
segao de estimacao por maxima verossimilhanca, é facil ver que a matriz
que maximiza a verossimilhanga sob H, é dada por

~ 1

o= BZH (Xi = po)(Xi — o) -

Assim, o numerador de A(x) é

L(po, Zo) = (2)"P/2|Zo| "2 P12,



Logo,

~ n/2 n Y Y\ T n/2
/\— ( 5 ) (X x-X0-X)T|
= | = = ~ .
%ol >0 (X0 = o)(Xi = o) |
A estatistica equivalente A%/" = |§|/|)AZO| é chamada lambda de Wilks.

é facil, por meio de artificios algébricos, mostrar que as estatisticas 72 e A
para o teste aqui considerado satisfazem a relagao

—1
A2/N — <1+ T2 >
n—1

e, usando esta relagdo, chegamos a uma outra expressao para o calculo da
estatistica T2:

o (n-1)%|

5 (n—=1).

Ver arquivo exemplo_07.r



Regides de confianga e intervalos simultaneos

Dizemos que R(X) é uma regidao de 100(1 — «)% de confianca para 6 se
Pr(R(X) compreender 8) = 1 — .

A regido de confianga para o vetor de médias p quando se dispde de uma
amostra aleatdria da distribuicdo Np(u, ) é dada por
(n—1)p

n—p

em que Fp n_p,1—o € 0 quantil acumulado de 100(1 — «)% da distribui¢ao
fpynfp.

n(? — [,I,)T371 (7 — H) < Fp,n—p,1—a>

Este resultado é obtido se utilizando a distribuicdo amostral da estatistica 72
apresentada anteriormente.



Observe que a regido de confianga é dada pelo hiper-elipséide de eixos
determinados pelos autovetores da matriz de covariancia amostral S e cujas
medidas s&o proporcionais as raizes quadradas dos respectivos autovalores.

Para verificar se um dado vetor p, pertence a regiao de confianca, basta
- 1= n—1

calcular n(x — py) " S~ (X — p,) € comparar com %JFp,n,pJ,a.

Para p > 4 nao é possivel representar visualmente a regido de confianca.

No entanto, podemos calcular as medidas dos eixos do hiper-elipséide de

confianga centrado em X:

- 1= n—1
nx-w s x-pw <=

Os semi-eixos tém medida

¢ _ |\ (n=1)p
\ﬁ/ﬁ— A/n(n_p)Fp,nprfw



Exemplo

O departamento de controle de qualidade de uma fabricante de fornos de
microondas foi cobrado pelo governo federal a monitorar a quantidade de
radiacao quando as portas dos microondas sao fechadas. Observagdes da
radiagdo emitida através das portas fechadas de n = 42 fornos selecionados
ao acaso foram feitas. Medidas de radiagdo também foram feitas com as
portas abertas dos 42 fornos selecionados.

Se verificarmos a suposigéo de normalidade, veremos que esta néo é
apropriada e uma transformagéao poténcia dos dados é buscada.

Sugere-se trabalhar com a poténcia 0, 25, ou seja, a raiz quarta da escala
original da medida de radiagao.

Pede-se construir uma elipse de 95% de confianga para o vetor de médias,
considerando a escala dos dados transformados de modo que a suposi¢éo
de normalidade seja razoavel.

Ver arquivo exemplo_08.r
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Figura 4: Regiao de 95% de confianga para o vetor de médias, u, das radiagdes de
microondas de portas abertas e fechadas, respectivamente.



Intervalos de confianca simultaneos para as componentes do vetor de médias

Seja X ~ Np(p, X).
Vimos que se a é um vetor de constantes em R”, entéo

Z=a X~N(a'p,a xa).

Logo, se X1, Xz, ..., X, € uma amostra aleatéria da N,(p, X), segue que
2,2, ...,2Z, definidos por Z; = a'X;, i=1,...,n, é uma amostra aleatéria
daN(a'p,a' xa).
~—
Hz o2

Da teoria normal univariada, temos que um intervalo de 100(1 — «)% de
confianga para pz = a' p é dado por

T T
_ a' Sa _ a' Sa
ICro0¢1—ayu(piz) = | @' X — th1,1-g1/ P a'x+ th—1,1-9) -




Claramente, poderiamos construir varios intervalos de confianga sobre
combinacodes lineares dos componentes do vetor p, cada um associado com
um coeficiente de confianga 1 — «, escolhendo diferentes vetores de
constantes a. Porém, o coeficiente de confianga conjunto do conjunto de
intervalos resultantes n&o seria mais 1 — a.

E desejavel associar um coeficiente de confianga coletivo de 1 — « aos
intervalos de confianga que podem ser gerados para todas as escolhas de a.

Naturalmente, um preco devera ser pago pela conveniéncia de uma
confianga simultanea grande para todos os intervalos: intervalos que tém
amplitudes maiores (mais largos, menos precisos) do que os intervalos
apresentados anteriormente via a distribuigdo amostral {-Student com n — 1
graus de liberdade.



Dado o conjunto de dados observados x1, Xz, ..., X, € um a particular

[Vi(a'X —a" )

[t| = AT Sl-1,1-g

ou, equivalentemente,

2 _ nax—apu? o

t 27 Sa Silhoti-g.

Uma regi&o de confianca simultanea é dada para o conjunto de valores a™ it
tais que #? é relativamente pequeno para todas as escolhas de a.
Parece razoavel esperar que o valor

2
fho11-g

seja substituido por um valor maior, ¢, quando afirmagdes séo feitas para
muitas escolhas de a.



Considerando os valores de a para os quais > < ¢?, somos naturalmente
levados a
nax—a'p)?

a'Sa
Usando os resultados sobre desigualdades, percebemos que 0 maximo
ocorrera para

2 p—
maaxt (a) = max

ac S'(X — p).
Ora, isto nos levara a estatistica T2.
Por conveniéncia, costuma se referir a esses intervalos como intervalos- T2.

Em particular, tomando os vetores a’'s como os vetores da base can6nica do
RP, obtém-se

_ [Sj — | Sji .
IC1OO(1—a)%(Mj) = | X;— fn,p,1—a #; X +£n,p,1—a # , J= 1>27 RN o

em que

Fp,n—p,1—a~



Agora os intervalos- T2 coletivamente tém nivel de confianga 1 — o

Observe que também podemos construir intervalos de confianga para
relacdes estruturais entre os componentes do vetor i como, por exemplo,
intervalos para as diferengas entre os componentes de .

Fazendo
aT = (0, 707 1 7O,~ 70, —1 707 ,0)7
D v
Jj-ésima entrada k-ésima entrada

teremosa’ p =y —pk, @ X=X —Xx € @ Sa=;+ S — 2Sj.

O intervalo para a diferenca p; — ux sera dado por

_ _ pnf1 Sjj + Skk — 2Sik
(Xj - Xk) + \/(n_p)Fp,ana\/ %




Exemplo

Obtivemos uma elipse de 95% de confianga para o vetor p nos dados sobre
radiacdo em microondas. Pede-se construir os intervalos-T2 de 95% de
confianga para os componentes individuais do vetor u, identificando-os
como as “sombras” da elipse de 95% de confianga sobre o0s eixos
coordenados. Pede-se também construir os intervalos baseados na
distribuigdo t-Student e comparéa-los com os correspondentes intervalos T2.

Ver arquivo exemplo_09.r
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Figura 5: Intervalos T2 (vermelho) e regiso (verde) de 95% de confianca para o vetor
de médias, u, das radiagdes de microondas de portas abertas e fechadas,
respectivamente.



Uma comparac&o entre os intervalos- T2 e os intervalos separados

A tabela a seguir mostra uma comparac¢ao entre os comprimentos dos
intervalos de confianga separados e os intervalos “simultaneos” T2 para
alguns valores selecionados de p, ne a = 0, 05.

n | t_1(0,975) Enpi0,95
p=4 p=10
15 2,145 4,14 11,52
25 2,064 3,60 6,39
50 2,010 3,31 5,05
100 1,970 3,19 4,61
00 1,960 3,08 4,28

Os valores nas duas Ultimas colunas da tabela correspondem a

—1
5n;p;0,95 = \/H} Fp,n—P(O, 95).



A comparacao feita € impropria, pois o nivel de confianga associado a
qualquer colegao de intervalos-T2, para p fixado, é 0,95, e o nivel global
associado com uma colecao de intervalos separados via distribuicdo
t-Student deve ser menor do que 0,95.

Uma outra abordagem, conhecida como método de Bonferroni de
comparacoes multiplas, sera considerada. O método leva este nome
devido a desigualdade de Bonferroni.

Seja Ay, Az, ..., A uma colecdo de eventos em um espago de probabilidade

taisque Pr(Ag) =1 —ap, £=1,..

Pr(nf,A) =

WV

., m. Entao,

1= P(INZ1Al°)
1 — P(UL1 A7)

1= Pr(A)
1-— Zz;ag

1T— (1 +az+ - +am).



A desigualdade de Bonferroni permite ao investigador controlar a taxa de
erro

a1 +az+ -+ am,
sem olhar a estrutura de correlacgéo por tras dos intervalos de confianga.

Assim, se o problema envolve a construgédo de m intervalos importantes, a
ideia é fazer
ar=a/m, para £=1,...,m,

e tomar os intervalos separados dados por

a'Sa

Ti
a Xitn,171,ﬁ n

Observe que agora vale que o coeficiente coletivo de confianga é pelo menos

(0% [0} «
1— |l =+=++=|=1-0a
m m m

m termos



Portanto, com um coeficiente de confianga global de pelo menos 1 — «,
podemos construir os seguintes m = p intervalos para os componentes do
vetor u:

_ [s; _ [si\ .
1C1001 —ay% (1) = <Xj —th1i-g #: Xj+th1i1-g r;j> ,j=12,...,p.

Entao, esses intervalos podem, de forma mais apropriada, ser comparados
aos intervalos- T2.

Exemplo

Usando novamente os dados sobre radiagdo em fornos de microondas,
pede-se comparar os intervalos- T2 para os componentes do vetor de médias
com os intervalos via Bonferroni.

Ver arquivo exemplo_10.r
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Figura 6: Intervalos T2 (vermelho), via Bonferroni (magenta) e regido (verde) de 95%
de confianga para o vetor de médias, u, das radiagées de microondas de portas
abertas e fechadas, respectivamente.



A tabela a seguir ilustra uma comparacao entre os comprimentos dos
intervalos via Bonferroni e T2 para alguns valores selecionados de p, m = p,
ne a = 0,05. As entradas nas trés colunas referentes aos diferentes valores
de p selecionados representam a razao entre o comprimento do intervalo via
Bonferroni e o comprimento do intervalo- T2.

n P

2 4 10
15 | 0,88 0,69 0,29
25| 0,90 0,75 048
50 | 0,91 0,78 0,58

100 | 0,91 0,80 0,62
0 | 0,91 081 0,66

Podemos ver desta tabela que os intervalos via Bonferroni produzem
intervalos mais estreitos quando m = p.

Devido a facilidade de aplicagdo e aos resultados mais eficientes em termos
de estimacgéo, geralmente é preferivel usar os intervalos simultaneos via
Bonferroni.



Inferéncias sobre um vetor de médias para grandes amostras

Quando o tamanho da amostra é grande, testes de hipdteses e regides de
confianga para pu podem ser construidos mesmo que a populagéo
subjacente ndo seja normal.

De fato, desvios fortes de uma populagdo normal podem ser superados para
tamanhos amostrais grandes.

Ambos, testes de hipéteses e intervalos de confianga simultaneos, terao
niveis nominais aproximados.

As vantagens associadas com grandes amostras podem ser parcialmente
compensadas por uma perda de informagéo amostral causada pelo uso
somente das estatisticas sumario X e S.

Por outro lado, como (X, S) é uma estatistica suficiente para populagdes
normais, quanto mais préximas da normal multivariada forem as
distribuicbes das populagdes, mais eficientemente a informagéo amostral
sera utilizada ao fazer inferéncias.

Todas as inferéncias sobre p quando se tem grandes amostras sdo
baseadas na distribuigdo de qui-quadrado.



Proposicao

Seja x1, X2, ..., X, uma amostra aleatdria observada de uma populagédo com
vetor de médias p e matriz de covariancias positiva definida X. Quando

n— p é grande, a hipotese Hy : 1 = p, é rejeitada em favor de H; : p # py,
ao nivel de significancia «, se

n(x — “0)TS_1(Y - o) > Xfow

Comparando este teste com o obtido via teoria normal, no inicio destas
notas, vemos que a estatistica de teste € a mesma, o que muda é o valor
critico.

Um exame mais minucioso revela, porém, que ambos os testes produzirdo
0s mesmos resultados em situagbes nas quais o teste x2 é apropriado
(amostras realmente grandes).

(

n—1 ~ . S
De fato, nigpr,n,pJ,a e X,l27,17a s&o aproximadamente iguais para

n>>p.



Proposicao
Seja x1, x2, ..., X, uma amostra aleatéria observada de uma populagdo com
vetor de médias p e matriz de covariancias positiva definida X. Sen—p é

grande,
=
To 2 a Sa
a x=+ VXp1—a -

compreedera a' p, para todo a com probabilidade aproximadamente 1 — .

Consequentemente, podemos fazer afirmacgdes simultaneas para os p
componentes do vetor de médias dadas por

— Si ,
%+ T =12

Observacao: elipses de confianga para pares de componentes também
podem ser facilmente construidas.



A questao de quéo grande deve ser o tamanho da amostra néo é simples de
ser respondida.

Em uma ou duas dimensdes, tamanhos amostrais em torno de 30 a 50
podem geralmente ser considerados grandes.

A medida que o numero de caracteristicas torna-se maior, certamente
tamanhos amostrais maiores serao exigidos para que as distribui¢cdes
assintéticas fornegam boas aproximagdes das verdadeiras distribuicbes das
varias estatisticas de teste.

Na falta de estudos definitivos, propde-se que n — p deve ser grande,
reconhecendo que o caso real pode ser mais complicado do que isso.

Uma aplicagdo com p = 2 e n = 50 € muito diferente de uma aplicagdo com
p =52 e n= 100 apesar de ambas apresentarem n — p = 48.



Deve-se realizar as mesmas verificagdes exigidas para os métodos
baseados na normal.

Apesar de pequenos desvios da normalidade nao causarem quaisquer
dificuldades para n grande, desvios extremos podem causar problemas.

Especificamente, a taxa de erro verdadeira pode estar bem afastada do nivel
nominal a.

Se, com base nos qg-plots e outros esquemas de investigacdo pontos
extremos (outliers) e outras formas de desvios extremos aparecem, agoes
corretivas apropriadas, incluindo transformagoes, sao desejaveis.



Analise de variancia multivariada (MANOVA)

Parte 1: Comparac6es emparelhadas

Comegaremos com uma breve revisdo deste problema no caso univariado.
O problema aqui pode ser descrito da seguinte forma.

Seja (X1, Y1), (Xz, Y2), ..., (Xnh, Yn) uma amostra aleatéria de tamanho n de
uma populagéo bivariada.

Aqui X e Y podem representar medidas antes e depois que um certo
“tratamento” foi aplicado sobre a unidade experimental, por exemplo.

O objetivo aqui é comparar se ndo ha diferencas entre tratamentos ou se nao
ha efeito de tratamento, quando uma das observagbes pode ser considerada
controle.

E interessante notar que neste problema, apesar de usarmos um teste
t-Student, a suposigéo de normalidade bivariada ndo é necessaria.

Basta supor D; = (Y; — X;) ~ N (6,v?), i=1,2,...,n.



Sejam E(X)) = ju1, Var(X;) = o2, E(Y;) = iz, Var(¥;) = 02 e Cov(X;, Yi) = 012

Para unidades experimentais diferentes se tem Cov(X;, Y;) = 0,/ # r, pois
as diferentes observagdes sao independentes.

Segue que, 6 = E(D;) = up — 1 € ? = Var(D;) = 0% + 05 — 2012.

Como (X1, Y1), (X2, Y2),...,(Xn, Yn) € uma amostra aleatéria, segue que
Dy, D, ..., D, € uma amostra aleatéria de tamanho n de uma populagéao
com média 6 e variancia /?. Logo,

v/n(D — 6)

Di%j/\/‘(&’l/)z), I':1,2,...,I7 e t:TNtnfh

7_1 n : : o 1 n Ayl
comD_EZH(Y,—X,) e S _ﬁzi21(o,—o).

Se desejamos testar as hipoteses Hp : 0 = 0 versus H; : 6 # 0, rejeitaremos
Ho, ao nivel de significancia « se
|d|
= >t 11—a/m-
| ‘ SD/\/E n—1,1 /2




Equivalentemente, um intervalo de 100(1 — a))% de confianga para 6 é dado
por

— S — S
IC100(1—a)%(0) = (d — t—t1—ay2 2. d+ tn71,1fa/27Dn) .

vn' vn
O que muda no caso multivariado?

Neste caso, os elementos dos pares ordenados que representam a amostra
aleatoria, em vez de medidas escalares serdo vetores em R”.

Notagao adicional para a extensdo multivariada é necessaria.

Assim, suponha que observamos uma amostra
((x1,¥1), (X2, ¥5),-..,(Xn, ¥,)) de (X;, Y;), em que X; e Y; sdo vetores
aleatérios em RP.

Neste caso, podemos definir os vetores aleatorios diferencas

D,‘:Y,‘—X,‘7 i:1,2,...,n.



Temos que

0+ H2,1 — 41,1

02 H22 — [112
E(D))=6= . = . ,

Op Ha.p = M1,p

em que 9] = E(Djj), paraj =1,2,... , P, D,—r = (D1,‘, Dg,'7 c Dp,'), e

Var(D;j) = W.

Se além disso, 4
D; ™ N, (6, W)
entdo, segue que

T2=n(D-06)"S,"(D—6) ~

?

n-—1
%fp,mm

— 1 n 1 n — =T
emque D = EZH(Y, - X)) e Sp= ﬁZH(D,- - D)(D,-D)".



Logo, no teste das hipdteses H, : 6 = 0 versus H; : 8 # 0, rejeitaremos Ho,
ao nivel de significancia a se

2_nd' s;'d > @Fpn i
p
Uma regido de 100(1 — )% de confianga para 6 € dada pelo hiper-elipséide

— 1,5 n—1
@-0)85'(@-0)< F0F, i

Intervalos- T2 simultaneos de 100(1 — )% de confianga para os
componentes do vetor 6 sdao dados por

— S%j — S%j .
ICro0(1—a)%(0)) = | dj — &np1—a - di+ &npi-a - | i= 1,2,...,p,

em que
1)p
€n,p,1—a:\/(n Fz Fpn pl—a-




Para n — p grande,
(n=1p
n—p
e a suposi¢ao de normalidade nédo é necessaria.

2
Fon—pi-a =~ Xpi-a

Os intervalos de Bonferroni simultaneos de 100(1 — «)% de confianga para
os componentes do vetor de médias sao dados por

— S —
ICro0(1-ay(0f) = | dj =t « 7’, dj+t a\l =],

paraj=1,2,...,p.



Exemplo

As plantas de tratamento de esgoto municipais devem monitorar suas
descargas em rios e afluentes regularmente por exigéncia de lei.
Preocupagdes com a fidedignidade dos dados de um destes programas de
auto-monitoramento levaram a um estudo, no qual amostras de efluentes
foram divididas e enviadas a dois laboratdrios para teste. Metade de cada
amostra foi enviada ao Laboratério de Higiene (LH) do estado de Wisconsin,
e a outra metade para um laboratério comercial privado (LC) rotineiramente
usado no programa de monitoramento. Medidas do oxigénio bioquimico
demandado (obd) e sélidos suspensos (ss) foram obtidas, para n = 11
amostras divididas, dos dois laboratorios.

® As andlises dos dois laboratérios sdo compativeis?
® Se ha diferencgas, qual € a sua natureza?

Ver arquivo exemplo_11.r



Ao nivel de significancia de 5%, a hipétese nula de que ndo ha diferenga no
vetor de médias deve ser rejeitada.

Porém, ao construir os intervalos- T2 simultaneos de 95% de confianga para
os componentes do vetor de médias, verifica-se que o zero pertence a
ambos:

ICos5%(£1) = (—22,45; 3,73) e ICgs4(&2) = (—5,70; 32,25).

O que concluir?
A evidéncia aponta para diferengas reais.

O ponto 8 = 0 est4 fora da regido de 95% de confianga (elipse).



O coeficiente de confiangca simultaneo de 95% se aplica ao conjunto
completo de intervalos que poderiam ser construidos para todas as escolhas
possiveis de combinacdes lineares a' 0 da forma

ai104 + as0-.

Os intervalos particulares apresentados correspondem as escolhas
a' =(a,a) =(1,00ea’ =(a;,a)" =(0,1) e contém o zero.

Outras escolhas de a; e a» produzirdo intervalos simultaneos que
provavelmente ndo contém o zero.

Se Hy : 6 = 0 nao tivesse sido rejeitada, entdo todos os intervalos- T2
simultaneos conteriam o zero.

Os intervalos simultaneos via Bonferroni de 95% também cobrem o zero, isto
é,
|Cg5%(£1) = (—20, 57, 1,85) e |Cg5%(€2) = (—2,97; 29,52)



Neste exemplo, o experimentador dividiu a amostra primeiro agitando a
solucao e depois colocando-a em duas garrafas para a andlise quimica.

Esta foi uma boa estratégia, pois uma divisdo simples da amostra em duas
partes obtidas pela primeira metade do topo em uma garrafa e o resto na
outra poderia resultar em sélidos suspensos na metade inferior devido a
forma como os liquidos foram colocados nas garrafas.

Os dois laboratérios, entdo, ndo estariam necessariamente trabalhando com
unidades experimentais similares, e as conclusdes nao pertenceriam a
competéncia do laboratério, técnicas de medicao, etc.

Sempre que um investigador puder controlar a designagao de tratamentos as
unidades experimentais, o emparelhamento apropriado de unidades
experimentais ou a aleatorizagdo da designagdo de tratamentos as
unidades, permitirdo uma analise estatistica dos resultados mais apropriada.



Tratamentos em experimentos de medidas repetidas

Outra generalizagao da estatistica t-Student emparelhada surge em
situagdes nas quais g tratamentos sdo comparados com respeito a uma
Unica variavel resposta.

Cada unidade experimental recebe cada tratamento uma vez sobre
sucessivos periodos de tempo. A i-ésima observagao é

Xai ]
Xi= . , 1=1,2,...,n.
Xqi
Aqui Xj é a resposta do j-ésimo tratamento, j = 1,2, ..., g, sobre a i-ésima
unidade experimental, i = 1,2, ..., n.

O nome medidas repetidas deriva do fato de que todos os tratamentos sdo
administrados a cada unidade.



Para propositos de comparagao, podemos considerar os seguintes
contrastes dos componentes do vetor de médias u:

W — 2 1 -1 0

0 A
M1 — U3 1 0o -1 ce 0 M2
: o : co : Cip
= Hg o0 0 - - Haq
ou
M2 — [ —1 1 0 0 0 HA
M3 — U2 0o -1 1 0 0 M2
. = : = Cop.
Hq — Hq—1 0 00 -1 1 Hq



Ambas C; e C, sdo chamadas matrizes de contraste, pois suas q — 1 linhas
sdo linearmente independentes e cada uma delas € um vetor de contraste.

A natureza do planejamento elimina muito da influéncia da variagdo unidade
a unidade sobre as comparagdes de tratamento. O experimentador deve
aleatorizar a ordem na qual os tratamentos sdo apresentados a cada
unidade experimental.

Quando as médias dos diferentes tratamentos séo iguais, Cipu = Cop = 0.

Em resumo, a hipétese de que nao hé diferenca entre tratamentos se torna
Cp = 0 para qualquer escolha adequada de C.

Consequentemente, baseados nos contrastes observados Cx; nas
observagdes, teremos média amostral Cx e matriz de covariancias amostral
CSC'. Para testar

{ H() : C[J. =0

Hi: Cu#0"
usaremos a estatistica®

T2 = n(CX)' (cSc™) '(CX).

8€ nao é quadrada! Logo, ndo simplificamos a expressdo de T2.



Teste para a igualdade de tratamentos em experimentos de medidas
repetidas

Sejam
X/'/r,quQ(,Jﬂz)v i:1723"'7n7
e C a matriz de contraste (g — 1) x q. Para
Ho: Cu=0
Hi: Cu#0"

rejeitaremos Hp, a um nivel de significancia «, se
- R n—1)(g-1
T2 = n(CX)T(CSCT) 1(CX) > %Fq_1,n—q+1,1—a7

1
n—1

LA - T — X)X —%)T
emquex—EZHX, e S= Zi:1(x,—x)(x,—x) .



Regido de 100(1 — «)% de confianca para Cpu:

(n-1)(g-1)p

n(Cx - Cu)"(6SCT) " (Cx — Cu) < LI Fe e

Intervalos- T2 simultaneos de 100(1 — )% de confianga para contrastes
isolados ¢ p:

T T
T c' 'S¢ c' Sc
(C X —&ng—11-a i C X+&ng-11-a ;

n

em que

n—1 -1
Eng—1,1—a = \/(,7)(511)quq+1,1a.

Os intervalos de Bonferroni simultdneos de 100(1 — «)% de confianca para
contrastes isolados ¢ p:

T T
_ [e"Se - ¢ Sc
(C X tn71y172(q'171) n , C X+tn,1,1,2(qoi1) n .




Exemplo

Anestésicos melhorados sdo muitas vezes desenvolvidos primeiramente
estudando seus efeitos em animais. Em um estudo, 19 caes receberam
inicialmente a droga “pentobarbitol”. Depois, cada cédo recebeu diéxido de
carbono (CO.) em cada um de dois niveis de pressao (alta e baixa). Depois,
halotano (H) foi adicionado e a administragcdo de CO, foi repetida. A
resposta, milisegundos entre batimentos cardiacos, foi medida para as
quatro combinagbes de tratamento, a saber,

Tratamento 1: H ausente, CO; alta pressao;

Tratamento 2: H ausente, CO; baixa pressao;
Tratamento 3: H presente, CO, alta pressao; e
Tratamento 4: H presente, CO, baixa pressao.

Deseja-se testar os efeitos do anestésico quanto a pressao do CO, e quanto
a presenca de halotano.

Ver arquivo exemplo_12.r



Ha trés contrastes de tratamento que podem ser de interesse do
experimentador.

Sejam pq, p2, pus € ug as correspondentes respostas médias para os
Tratamentos 1, 2, 3 e 4. Entao,

® (us + ua) — (pu1 + p2): contraste do Halotano representado pela
diferenga entre presenca e auséncia de H;

® (w1 + ug) — (12 + pa): contraste entre pressao alta e pressao baixa de
COs; e

® (w1 + ua) — (u2 + ps): contraste representando a interagao entre
pressdo de CO, e H.

Rejeitamos Hy porque T2 = 116,02 é maior que o valor critico
€fo,3.095 = 10,93.



Como Hj é rejeitada, faz sentido estudar os intervalos- T2 simultaneos de
95% dos efeitos estudados.

Intervalo para o efeito do Halotano: (135,65 ; 282,98);
Intervalo para o efeito do COx: (-114,73 ; -5,38); e
Intervalo para o efeito de interagdo HxCO,: (-78,73 ; 53,15).

Portanto, concluimos que a interagéo é desprezivel, que a presenca do
Halotano aumenta o intervalo entre batimentos cardiacos e que na presséao
baixa de CO, o intervalo entre batimentos cardiacos é maior.

Cuidados com estas interpretagdes simples dos resultados devem ser
considerados. O efeito-H aparente pode ser devido a tendéncia do tempo.
Ideal: a ordem temporal de todos os tratamentos deve ser determinada ao
acaso.

O teste estudado é apropriado quando a matriz de covariancias X nao pode
assumir qualquer estrutura especial. Se é razoavel supor que ela tem uma
estrutura particular, testes construidos para matrizes de covariancias com
estruturas especiais tém maior poder do que o teste apresentado aqui.



Analise de variancia multivariada (MANOVA)

Parte 2: Comparacao de vetores de médias para duas
populacoes - amostras independentes

A estatistica T2 também é apropriada para comparar respostas de um
conjunto de observagdes experimentais (populacao 1) com outro conjunto
independente de observagdes experimentais (populacao 2). Isto pode ser
feito sem explicitamente controlar a variabilidade unidade a unidade, como
no caso das comparagdes emparelhadas.

Se possivel, as unidades experimentais devem ser aleatoriamente
designadas aos conjuntos de condi¢bes experimentais. A aleatorizagéo ira,
em alguma extensdo, abrandar a variabilidade unidade a unidade na
comparacao subsequente de tratamentos. Apesar da perda em precisao
relativa as comparagbes emparelhadas, as inferéncias no caso de duas
populagdes sao, ordinariamente, aplicaveis a uma colecdo mais geral de
unidades experimentais simplesmente porque a homogeneidade unitaria nao
€ mais exigida.



Considere uma amostra aleatéria de tamanho n; da populacao 1 e uma
amostra aleatéria de tamanho n,, independente da primeira amostra, da
populacao 2.

Deseja-se fazer inferéncia sobre os vetores de médias das duas populagdes,
or exemplo,
P P { Ho: pq—pp=0
Hi: oy —pp #0
Suposigdes basicas:

(@) (Xi1,X42,..., X1n,) € uma amostra aleatéria de uma
populagéo p-variada com vetor de médias p; € matriz de
covariancias X .

(b) (X21,X22,...,X2n,) € uma amostra aleatéria de uma
populagao p-variada com vetor de médias ., e matriz de
covariancias X,.

(c) As duas amostras sdo independentes.
Suposigoes adicionais (tamanhos amostrais pequenos):

(d) Ambas as populagdes sdo normais multivariadas.

(e) X1 = Xs.



A suposicao de igualdade das covariancias € bem mais forte do que a
sua contrapartida univariada. Aqui estamos assumindo que varios pares
de covariancias sao aproximadamente iguais.

Quando X; = X, = X, temos que S e S, sob a suposi¢gio de normalidade,
tém distribuigbes independentes de Wishart com ny — 1 e n, — 1 graus de
liberdade, respectivamente, e parametro de escala X, em que
E((ne—1)S¢)=(n,—1)xX,paral=1,2.

Assim, podemos definir um estimador combinado para X dado por

(=181 +(-1)S:

S. =
¢ n+n-—2




Para testar as hipoteses

{ Ho:  py — pp = do
H1: I"'1_I"'275607

usaremos a estatistica T2 correspondente & diferenca entre as médias
amostrais, a saber,

T? = (Y1 772750)T [(nl1+nl2) Sc]_1 (71 *72*50)-

Além disso,
72 (m+nm-2)p

F —p_1.
Mt n—p—1 Ppsny+np—p

Rejeitamos a Hp se T3, > ¢? em que

2 (m+n-2)p
e o Cp1i-a-
c M+ —p—1 Pmtmep 1,1



Intervalos- T2 simultaneos

Faca
¢ _ (m+nm—-2)p E
ni+np—1,p,1—a —n1 +m—p— 1 p,m+np—p—1,1—c-

Entéo, os intervalos simultaneos de 100(1 — «)% de confianca para
a' (uy — p,) sdo dados por

_ 1 1
a'(xi —Xz) £ §n1+n21,p,1a\/aT (* + *) Sca

n no

Em particular, os intervalos de 100(1 — «)% de confianga para p1; — po;
serao dados por

1 1

-|-f>Sjj,c7 j=1,2,..47p.

X1j = Xoj £ &nyvno—1.p1-ar (TT1 o



A situacdo naqual Xy # X,

Quando isto ocorre, ndo somos capazes de obter uma medida de “distancia
T2, cuja distribuicdo ndo dependa das matrizes de covariancias
desconhecidas.

»

Sugere-se que qualquer discrepancia da ordem de o1 ; = 402,ii, OU
vice-versa, € provavelmente séria. Uma transformagao pode melhorar a
situagdo quando as variancias marginais sdo bem diferentes.

Porém, para n; e np grandes, podemos evitar complexidades devido a uma
desigualdade das covariancias.

Proposicao

Suponha que ny — p e n. — p sejam grandes. Entao, um hiper-elipsoide
aproximado de 100(1 — «)% de confianga para p; — p, € dado para todo
wqy — Ko que sastisfaga

_ 1 1.1 _
o= %o sl |84 S| DX ()] <



Também, intervalos de 100(1 — «)% de confian¢a para as combinagoes
a' (u, — ) séo dados por

X1—X2)i,/xp1 a\/ S1—|— 32:|

Uma aproximacéo da distribuicdo de T2 para populacdes
normais, quando os tamanhos amostrais nao sdo grandes
Pode-se testar Hp : iy — o, = 0 quando as matrizes de covariancias séo
desiguais, mesmo para tamanhos amostrais moderados, desde que as
populagdes sejam normais multivariadas. Esta situagdo costuma ser
chamada de problema de Behrens-Fisher. O resultado exige que ny > p e
n: > p.




A abordagem depende de uma aproximagao da distribuicdo da estatistica

7= [X X (- m)] LS+ LS B (X0~ %o — (11 — 1)
= | A1 2= By — K2 ot T 2 1 2= By — H2)]| -
Observe que é a mesma estatistica usada no resultado anterior. No entanto,
em vez de usar a distribuicdo aproximada de qui-quadrado para obter os
valores criticos para testar Hp, a aproximacédo recomendada para amostras
moderadas a pequenas é dada por

2 a vp
2

Fpv— y
V_p+1 p,v—p+1

com

p+p?

= 2 2y
5 1 1 1 1 -1 1 1 1 -1
ST || =8| —8+—5 +(tr|—8(—8+—8
=1 n; n ny ny nj ny )

em que min{ny, N2} <v < My + no.

Esta aproximagao reduz-se a solugéo de Welch para o problema de
Behrens-Fisher univariado (p = 1).



MANOVA a um fator

Dados
Amostra 1: Xi1,X12,..., X1, dapop. 1
Amostra 2: X21,X22,..., X2, dapop. 2
Amostra g: Xg1,Xg2,...,Xgn, dapop.g
Suposigoes:
® (X1, Xkz, ..., Xk, ) € uma amostra de tamanho nx de uma populagéo

com vetor de médias p,, k=1,2,...,0;
¢ todas as populagdes tém matrizes de covariancias comum X;
e cada populacgdo é normal p-variada; e
® as amostras sao independentes.



Primeiro, faremos uma répida revisdo do modelo ANOVA a um fator
univariado.

Neste caso, tem-se g amostras aleatérias independentes Xk1, Xk, . . ., Xkn,
de tamanhos nk de distribuigdes N (i, 02), k =1,2,..., 9.

As hip6teses de interesse sao

Ho: p1=p2="-=pg
H; :  pelo menos uma média é diferente das demais.

O modelo ANOVA ¢é definido por

erro aleatério i-ésima observacao da k-ésima amostra
Xk = Lk + ki )

~—~
média da k-ésima amostra

parai=1,2,...,nc,ek=12...,9.



Em geral, adota-se a reparametrizagao

Uk = © + Tk
~~

~—~
média global  efeito do k-ésimo tratamento

e, assim, as hipéteses equivalentes sao

Hi : pelo menos um deles é nao nulo.

{ H: mm=n=--=17=0

Assim, o modelo é

Xk =p+76+ew, i=1,2,....n, k=12 ...

Suposicao: ex ' N(0,02).



Para definir de modo Unico os parametros do modelo e suas estimativas de
minimos quadrados ¢ usual impor a restrigdo >°9_, e = 0.

Se as amostras sdo balanceadas, isto €, se ny = n, = --- = ng, entdo a
restricdo se simplifica para >_7_, 7« = 0.

O procedimento basico adotado é a decomposi¢do da soma de quadrados
totais:

ST XX = 30 S (K- Xe + Xe — X

SQ total

9 v AR Y
Zk:1nk(Xk, -X.)

SQ tratamentos

Zi:1 Z,n; (Xki — Yk.)z .

SQ devida ao erro aleatério

+




Os estimadores de minimos quadrados de p e 7« sédo dados por

Nk

g
=X, = %;ZXM, com n=>" n,

i=1

~ v v v 1 N )
kaxk,—X,_, com Xk‘fnsziﬁxk,.

Um estimador néo tendencioso para o2 é dado por

Zf; Z,n; (X — X«.)? ,
n—

2 SQ Z
02 _ Erro , com n=
g k=1

n—g

Ng.



Tabela 1: ANOVA a um fator com g niveis.

Fonte de Soma de Quadrado Razéao
Variacéo g.l Quadrados Médio F
Tratamento | g—1 30 m(Xk. —X.)°  SQrat/(9 — 1) S%ZZ
Erro n-g 7 5™ (X — Xk.)? SQemo/(n — g)

Total n—1 g 3 (i — x.)?

g
emque n = Zk Mk

Se Hy é verdadeira, F ~ Fy_1,y_g.

Logo, rejeitaremos H, ao nivel de significancia a se F > Fy_1n-g1—a-



Observe que isto é equivalente a dizer que o teste rejeita Hy para valores
grandes da razdo SQxa/ SQemo, €quivalentemente, valores grandes de
1 4+ SQmat/ SQemo OU, equivalentemente, valores pequenos da reciproca,

dada por
SQErro

SQTrat + SQErro '

Adiante, veremos que uma estatistica de teste no caso multivariado, com
suas devidas adaptagdes, tem forma similar a esta ultima.



MANOVA a um fator (continuagao)

Modelo:
in:H+Tk+€ki7 k:1,2,...,g, I:‘1,27
Suposigéo:
Eki ~ Np(ov Z)
Restricao:

Soma de Quadrados Total:

SQTot - ZZ(XI« (Xk/ Y)T

k=1 i=1

O vetor de médias amostral & dado por

, N



Agora, SQm: € uma matriz p x p.

Os elementos de sua diagonal correspondem as somas de quadrados totais
para cada medida isolada.

Fora da diagonal temos as somas dos produtos cruzados dos desvios,
caracterizando a estrutura de dependéncia entre as p medidas estudadas.

Decomposicdo de SQry:
SQTot = Zk 12 (Xkl X )Xk/ 7 T

S K~ X)X = X)T

SQrat

‘ nk i— X ¥ \T
Zk:1 Zi:1 (Xk’ Xk-)(xkl Xk)

SQpes

SQTrat + SQHES = B + W

+




No caso univariado, a decomposigao, validas as suposigoes, fornece

estatisticas independentes com distribuicdes de qui-quadrado, parametro de
2

escala o°.

No caso multivariado, o resultado é similar. A decomposigao fornece
estatisticas independentes com distribuicdo Wishart, parametro de escala X.

Observe que quanto ao nimero de graus de liberdade, eles sdo exatamente
0s mesmos do caso univariado.

Hipdteses:
H: mi=712=--=714=0
Hi : pelo menos um deles é ndo nulo.



Tabela 2: Tabela MANOVA a um fator com g niveis.

Fonte de Matriz de Soma de

Variagéo g.l. Quadrados

Tratamento | g — 1 B=>9  mXe. —X.)Xe. —X.)"
Erro n—g W = 2521 /ni1 (Xk,' — 7k<)(xk,' — YK)T
Total n—1 B+W-= Zz:1 Z?i.‘(xk,‘*YH)(Xk,‘*YH)T

g
emque n= Zk Mk



As diagonais principais de cada uma destas matrizes de somas de
quadrados e produtos cruzados fornecem as somas de quadrados da
ANOVA para cada medida separadamente.

Uma possivel estatistica de teste envolve variancias generalizadas. Seja

x (W
A= T
B+ W|

Rejeitaremos Hy se A* for um valor pequeno.

A estatistica A* foi originalmente proposta por Wilks e corresponde a uma
forma equivalente do teste F da hipétese de auséncia de efeito de
tratamento do caso univariado.

A estatistica lambda de Wilks tem a vantagem de ser conveniente e estar
relacionada ao critério da razao de verossimilhanga.



A distribuicdo exata de A* pode ser derivada para os casos especiais
apresentados a seguir.

Casos especiais:

n 1—A"
l.p=1g=>2 (g_‘?)( ) Fo—1.n—g-

A*
n — 1
2.p=2,9g=22 g < ) ~ Ja(g-1)2(n-g-1)-

n—p-—1 17/\*
3. p=1,g=2, ( P ) ) Fo,n—p—1-

n-p-2 — VA
4p>1,g=3< P )( \//\7* )N}—Zp,z(n—p—Z)-

Para outros casos e tamanhos amostrais grandes, uma modificagao de A*
devido a Bartlett pode ser usada para testar Hp.




Bartlett mostrou que se H, é verdadeira e n é grande, entdo
+ *
- (n— R 5 g)> In A" 2 g1y
Consequentemente, se n é grande, rejeitamos Hy ao nivel de significancia «,

se
+ *
_<n_1_w) InA >X;2)(g—1),1—a~



Exemplo

O Departamento de Saude e Servigos Sociais de Wisconsin reembolsa
casas de repouso para idosos no estado por servigos fornecidos. O
departamento desenvolve um conjunto de férmulas para as taxas de cada
facilidade, baseado em fatores tais como nivel de cuidados, taxa média de
salarios, e taxa média de salario no estado.

As casas de repouso podem ser classificadas com relagdo a propriedade -
privadas, sem fins lucrativos e publicas - e também com relagao a
certificacao - especializadas em enfermagem, unidades de cuidados
intermediarios, ou uma combinagao dos dois.



Um objetivo de um estudo foi investigar os efeitos de propriedade e
certificagcdo (ou ambos) sobre os custos. Quatro custos, calculados por
paciente-dia, medidos em horas-paciente, foram usados:

Xi:
Xo:
X3:
Xa:

custo de mao de obra de enfermagem;

custo de nutricionista;

custo de trabalho de manutencao e funcionamento; e
custo de limpeza e lavanderia.

Um total de n = 516 observagdes sobre cada um dos p = 4 custos foram
inicialmente separados pelo tipo de propriedade.



Tabela 3: Estatisticas sumario para cada um dos g = 3 grupos.

Grupo k

Nk

Vetor de médias amostral

k =1, privado

k = 2, ndo-lucrativo

n =271 | X, = (2,066; 0,480; 0,082; 0,360)
n. =138 | X, = (2,167; 0,596; 0,124; 0,418)

k = 3, publico ns =107 | X3 = (2,273; 0,521; 0,125; 0,383)
0,291 —0,001 0,002 0,010
s — | —0.001 0,011 0,000 0,003
1= 0,002 0,000 0,001 0,000 |’
0,010 0,003 0,000 0,010
0,561 0,011 0,001 0,037
s, _ | 0:011 0,025 0,004 0,007
2= 0,001 0,004 0,005 0,002
0,037 0,007 0,002 0,019
0,261 0,030 0,003 0,018
s._ | 0,030 0,017 0,000 0,006
5= | 0,003 0,000 0,004 0,001
0,018 0,006 0,001 0,013



Como os Si’s parecem similares, é razoavel supor matriz de covariancias
iguais.
Calculando as matrizes da tabela MANOVA obtemos
182,962 4,408 1,695 9,581
4,408 8,200 0,633 2,428

1,695 0,633 1,484 0,394 |’
9,581 2,428 0,394 6,538

w =

com 513 graus de liberdade e

3,475 1,111 0,821 0,584
1,111 1,225 0,453 0,610
0,821 0,453 0,235 0,230 |°
0,584 0,610 0,230 0,304

B =

com 2 graus de liberdade.



Wi
Neste caso temos A* = ~0,771.
|B+ W|

Como p = 4 e g = 3, observe que estamos sob 0 caso especial 4:

n—p-— 2> 1 —VA* e
o \//\—* 2p,2(n—p—2)-

n—p-— 2) 1 — VA
Temos que ~17,67.
a ( P ( VA

Ao nivel de significancia de 1% temos Fg; 1000; 0,00 = X3,0.09/8 = 2, 51.

p>17 g:3: (

Logo, rejeitamos Hp, a hipotese de que néo ha diferenga no custo médio
entre os diferentes tipos de propriedades.



Vale comparar este resultado com o procedimento sugerido por Bartlett.
Temos que — (n —-1- w) InA* ~ 132, 76.

Ao nivel de significancia de 1% tem-se Xg;o,gg = 20,09, o que novamente
leva a rejeicao de Hp.

Este resultado é consistente com o resultado baseado na estatistica F.



Intervalos simultaneos de confianga para efeitos de tratamento

Quando Hj é rejeitada, os efeitos que levaram a rejeigdo sao de interesse.
Para comparagdes pareadas, a abordagem de Bonferroni pode ser usada
para construir intervalos simultaneos de confianga para os componentes dos
vetores diferenga 7« — 7.

Seja 7y 0 j-ésimo componente de 7.

Como T é estimado por 7« = Xx. — X_. temos que o j-ésimo componente

de 7« é estimado por Xy — X_(j-
Assim, 7y — 7 é estimado por
Ty — T = Xieg) — Xe.g)
que é uma diferenga entre médias de duas amostras independentes.

O teste t-Student para duas amostras independentes é valido para um nivel
de significancia apropriado.



~ o~ 1 1
Var(7iy — 71) = (,Tk + n7) aji

com o 0 j-ésimo elemento da diagonal de .
Como sugerido, o é estimado pelo j-ésimo elemento da diagonal da matriz

W dividido pelos respectivos graus de liberdade, a saber, 5 = n%g Wj.

Resta identificar o nimero de intervalos. Como sdo g tratamentos para p
medidas, segue que ao todo teremos m = p ( g ) =pg(g—1)/2
intervalos.

Logo, com confianga pelo menos 1 — « os intervalos simultaneos para
Tk — T¢j S@0 dados por

_ _ 1 1 Wi
(Xk.g) — Xe)) £ fng,1a/(pg<g1>)\/< + *) —

nw m)n—g



Exemplo

Vimos no exemplo anterior - referente aos dados sobre casas de repouso
para idosos de Wisconsin - que ha diferencas de custos conforme o tipo de
propriedade do estabelecimentos: privado, néo lucrativo e publico. Podemos,
entdo calcular os intervalos simultaneos para estimar as magnitudes das
diferengas. Temos que

71 = (-0,070; —0,039; —0,020; —0.020)
73 = ( 0,031; 0,076; 0,022; 0,038)
74 = ( 0,137, 0,002; 0,023; 0,003)

182,962 4,408 1,695 9,581
4,408 8,200 0,633 2,428
1,695 0,633 1,484 0,394 |’
9,581 2,428 0,394 6,538

w =

com 513 graus de liberdade.



Tabela 4: Intervalos simultdneos de pelo menos 95% de confianca.

Grupos | Comp. | Dif. médias | Limite Inf.  Limite Sup.
1,2 1 -0,10 -0,28 0,08
2 -0,12 -0,15 -0,08
3 -0,04 -0,06 -0,01
4 -0,06 -0,09 -0,02
1,3 1 -0,21 -0,40 -0,01
2 -0,04 -0,08 0,00
3 -0,04 -0.06 -0,03
4 -0,02 -0,06 0,01
2,3 1 -0,11 -0,33 0,12
2 0,08 0,03 0,12
3 0,00 -0,02 0,02
4 0,04 -0,01 0,08

Foram destacados os intervalos que excluiram o zero.



Com relagéo ao custo mao de obra de enfermagem: as casas de repouso
particulares parecem ter um custo mais baixo do que as publicas.

Com relagéo ao custo de nutricionista: as casas particulares parecem ter
custo menor do que as sem fins lucrativos e, as sem fins lucrativos mostram
um custo maior do que as publicas.

Com relagéo ao custo de manutencéo e operagao: as particulares mostram
ter um custo menor tanto em comparagao com as sem fins lucrativos, como
com as publicas.

Com relagao ao custo de limpeza e lavanderia: as particulares parecem ter
custo menor do que as sem fins lucrativos.



Teste para a igualdade das matrizes de covariancias

Uma das suposicoes feitas no modelo MANOVA foi a de que todas as
populagdes tém variancias iguais. Portanto, deve-se verificar se esta
suposicao é razoavel ou nao.

Um teste comumente usado é o teste M de Box.
Com g populagbes, tem-se
H: Ti=%p=---=%,=X
Hi :  pelo menos duas matrizes de covariancias ndo sio iguais.

Supondo populagdes normais multivariadas, uma estatistica de razdo de
verossimilhanga é dada por

g (ne—1)/2 1 g
A f—
H(|sc|) com Se= =g 2l




O teste de Box é baseado na aproximagao de qui-quadrado da distribuicdo
amostral de —2InA.

Faga M = —2InA, entéo

g
M= (n-g)In|Se| = [(n —1)In|Sk]].
k=1
Se H, é verdadeira, as matrizes de covariancias devem ser bem parecidas e,
consequentemente, também serdo similares aos elementos em S;. Nesse
caso, A estara proximo de 1 e, M, préximo de 0.



Teste M de Box para a igualdade de matrizes de covariancia

Faca

& 1 2p* +3p — 1
v= an_1 g1(nk—1)] {6(p+1)(g—1)

k=1
em que p é o numero de variaveis e g € o numero de populagdes. Entéo,
C=(1-uMixi, com v=g5 p(p+1)—fp(p+1) zp(p+1)(g—1)~
Logo, ao nivel de significancia « rejeitamos Hp se
C> XE,‘]*O&'

A aproximagao de x? de Box funciona melhor se cada nx > 20 esepeg
ndo sao superiores a 5.

O teste M é sensivel a algumas formas de ndo-normalidade. Porém, com
amostras razoavelmente grandes, os testes MANOVA para efeitos de
tratamento sdo mais robustos a ndo-normalidade, isto &, podemos
prosseguir com a MANOVA usual, mesmo que o teste M rejeite Hp.



Perspectivas e estratégia na andlise de modelos multivariados

Quando se tem vérias caracteristicas, € importante controlar a probabilidade
global de tomar uma deciséo incorreta. Isto é particularmente importante
quando testamos a igualdade entre dois ou mais tratamentos.

Um Unico teste multivariado com seu p-valor associado € preferivel a realizar
um grande nuimero de testes univariados.

A saida do teste multivariado nos dira se vale ou ndo a pena olhar de forma
mais minuciosa variavel por variavel e analisar grupo por grupo.

Um anico teste multivariado é recomendavel em vez de, digamos, p testes
univariados, pois como o préximo exemplo demonstrard, testes univariados
ignoram informago6es importantes e podem levar a conclusdes erradas.



Exemplo

Suponha que tenhamos coletado medidas sobre duas variaveis X; e X para
10 unidades expermentais, selecionadas ao acaso de cada uma de duas
populagdes (dois grupos). Os dados, hipotéticos sao listados a seguir.

Grupo 1 Grupo 2
Xi X || X5 X
50 3,0 | 46 49
45 32| 49 59
6,0 35| 40 4,1
6,0 46| 38 54
62 56| 62 6,1
6,9 52|50 70
6,8 6,0 | 53 4,7
53 55|71 66
66 73| 58 78
73 65|68 8,0




E possivel ver pelos diagramas de ponto de cada variavel e o diagrama de
dispersao das duas, que ha boa sobreposigio para os dois grupos em
questao.

O teste de comparacgéao dos dois vetores de médias, ao nivel de significancia
de 10%, resulta em T2 = 17,29 com valor critico (o = 0, 1) dado por 12, 94,
tal que a hipétese nula, de igualdade entre os dois vetores de médias deve
ser rejeitada. O valor-p deste deste é aproximadamente 0, 0033.

Se realizarmos as ANOVAS separadamente para cada variavel, teremos
para a variavel X; a razdo F = 2,46 com valor-p superior a 0,10, implicando
a nao rejeicdo de que as médias sdo iguais para esta componente.

O mesmo sucede com a variavel X com F = 2,68 e, assim, também nao
rejeitamos a hipétese de que estas médias sao iguais.

O teste T2 leva em conta a correlagdo positiva entre as duas medidas para
cada grupo - informagéo que é simplesmente ignorada pelos testes
univariados.



Estes exemplos demonstram a eficacia de um teste multivariado relativo as
suas contrapartidas univariadas. No exemplo sobre o tratamento de esgotos
(efluentes) também percebemos exatamente essa aparente incoeréncia.

Trés outros testes multivariados também sdao comuns
1. TRACO DE LAWLEY-HOTELLING: tr(BW“).
2. TRAGO DE PILLAI: tr([B+ W]~ ).
3. MAIOR RAIZ QUADRADA DE RQY: maior autovalor de W(B + W)“.

Todos estes testes sdo aproximadamente equivalentes quando se tem
grandes amostras.

Quando, e somente quando, os testes multivariados apontam diferengas,
deve-se olhar os componentes separadamente.

No R, pacote stats, ha a fungdo manova que calcula todas estas
estatisticas e também as matrizes de somas de quadrados para um ou mais
fatores.



Estratégia para a comparagao multivariada de tratamentos

1. Identifique primeiro a presenca pontos aberrantes (outliers).

2. Realize um teste multivariado.
3. Se o teste multivariado apontou diferengas, calcule os intervalos
simultaneos de Bonferroni que interessam.



Regresséo linear

Sejam r covariaveis, zi, 2, . . ., zr, relacionadas a uma variavel resposta y.
O modelo de regressao linear multiplo (univariado) é dado pela equagao:

y = po+pizi+--+ Bz + €
N~ ~~ .
resposta média; parte estrutural erro; parte aleatdria

O modelo é dito linear, pois a parte estrutural é linear nos parametros g;,
j=12...r.

Se dispomos de n observagdes independentes, entao
Yi=Bo+ b1z + -+ Brzir +ei, i=1,2,...,n

Suposigoes:
S1: E(e))=0,¥i=1,2,...,n.
S2: Var(g)) = 6%, Vi=1,2,..., n (homocedasticidade).
S3: Cov(ej,ex) =0,Vi#k, i,k e {1,2,...,n}.



Na notacéo matricial, tem-se

= Z +. e,
L PN
nx1 nx(r+1) (r41yx1 - nx1
com
S1: E(e) =0;
S2 e S3: Var(e) = o2ly;
i 1z zi2 ... Zir
)Z] 1 Z21 Zoo .. Zor
y= . o Z=| . . . . . ;
Yn 1 Zm Zp Znr
Bo €1
B €2
B=1| . |; e e=| .
ﬁr En

Observe que ainda nao fizemos nenhuma suposi¢éo acerca da distribuicao
dos erros.



Para efeito de obter os estimadores de minimos quadrados, de fato, ndo é
necessaria nenhuma suposicéo sobre a distribuicdo da parte aleatoéria.
Porém, para fins de inferéncia, sera necessario.

Estimadores de Minimos Quadrados

Suponha que a matriz Z seja de posto completo tal que suas colunas
formam um conjunto de vetores linearmente independentes. Neste caso, a
matriz Z" Z é néo-singular e o estimador de minimos quadrados do vetor 3 é

dado por B ZT2 2Ty,
Os valores ajustados séo, entdo, dados por
Yy=23=2(2"2)"'Z"y=Hy, emque H=2(Z2'2)"'Z",
e os residuos
e=y—-y=[I-Hy=Py, emque P=I—H,

satisfazendo as seguintes relagdes (somente quando houver a constante 5
no modelo)
Z'e=0 e y'e=0.



Temos que H e P s&o matrizes idempotentes (H=HHe H=H").

A soma de quadrados de residuos é
SQres =Y (yi-yY=¢'e=y Py=y'y—y'ZB
Observe que

n o~ o~
D Y=Y Y=Y+ vy )=y y+e'E



O coeficiente de determinagdo R?

no < .
e > bi-yr
"2 S (v )2
Do yi=yE Y (-

O R2 fornece a proporgéo da variagao total dos y;’'s que é “explicada” pelas
covariaveis.

RP=1-

Por um lado, o R? seria igual 1 se a equagdo do modelo se ajustasse
perfeitamente aos dados.

Por outro lado, o R? seria zero se Bo =y e 0s demais seriam todos nulos.
Neste caso, as covariaveis ndo exerceriam nenhuma influéncia sobre a
resposta.

O R? deve ser olhado com cuidado na verificagao do modelo, pois valores
altos de R? nao necessariamente implicam que o modelo ajustado & bom.
Além dessa medida é fundamental realizar uma analise dos residuos.

Ademais, um R? nao tao elevado, para um modelo ajustado cuja anélise de
residuos foi boa, pode ser considerado.



Considere o modelo
y=23+e.

E(y) = ZB é uma combinagéo linear das linhas da matriz Z com
coeficientes 5o, 51, - . ., Br-

A medida que 3 varia, Z3 gera o “plano modelo” de todas as combinagbes
lineares das colunas de Z.

Geralmente, o vetor observado y ndo pertencera ao plano modelo devido ao
erro aleatorio. Isto &, y ndo € uma combinacéo linear das colunas de Z.

Uma vez que as observagoes se tornam disponiveis, a solugdo de minimos
quadrados € obtida a partir do vetor desvio dado por

y - Zp.
<~ B ~~
vetor de observagado vetor no plano modelo

O quadrado do mdédulo deste vetor

S(B) = (y - 2ZB)" (v — ZB).



S(B) € tdo pequeno quanto possivel, quando B ¢ selecionado tal que ZBéo
ponto no plano modelo mais préximo do vetor de observacao.

De fato, Zfi € a projecao ortogonal do vetor de observagao y sobre o plano
modelo.

O vetor € é ortogonal ao plano modelo.

Comoy =2ZB=2(Z2"2)"'Z"y = Hy, dizemos que H é a matriz de
projecao ortogonal do vetor de observagdes sobre o plano modelo Z3.

Similarmente, P é a matriz de projecao de y sobre o plano perpendicular ao
modelo.



Inferéncias sobre os parametros

Sob o modelo y = ZB + e com E(e) = 0 e Var(e) = o2/, o estimador de
minimos quadrados de 3é 8 = (Z'Z)~'Z"y. Entéo,

E@B) = 8,

var(8) = o*(Z2'2)7",
Eg) = 0, e
Var(g) = o°P.

Observe que apesar dos erros serem supostos independentes, os residuos
nao o serao necessariamente, pois a matriz P = I — H pode nao ser

diagonal.
Temos que
EE@T8)=(n—r— 1)
~T~ T
P 3 . ~ .
talques® = —° °  — Y YV _ & um estimador néo tendencioso de o2.

n—r—1 n—r—1

Além disso, 3 e € sdo nao correlacionados.



Para ir adiante nas inferéncias se impde a necessidade de se fazer
suposicoes sobre a distribuigao dos erros.

A suposigéo adicional aqui é e ~ N;,(0, o°1).

Com esta suposicao adicional, € possivel provar que 3 é o estimador de
maxima verossimilhanca de 3. Além disso,

B~ Na(B,0%(272)7")

(n—r—1)s® g'e
T = gz Xt
g g

Podemos entédo construir uma regidao de confianga conjunta para 3 usando

(B-B)Z"2(8-8)

s2

~(r+1)Frn—r—1.



Intervalos simultdneos de 100(1 — «)% para os ;’s

IC100(1—a)%(Bi) = Bi+ \ @(@)\/(r +1)Fin—r—11-a, =0,1,...,r,

em que Var(5;) é o i-ésimo elemento da diagonal de s3(Z"Z)~".

€ comum ignorar a simultaneidade dos intervalos se trabalhando com os
intervalos separados que sao mais estreitos.

IC100(1—a)%(Bi) = Bi £ \V @(@)l‘n#q,pa/z.

Neste caso, deve-se atentar para o fato de que aqui a confianga nédo é
simultanea para os r + 1 intervalos.

Uma abordagem que é interessante de ser usada aqui é a abordagem de
Bonferroni.



Inferéncias a partir da fungéo de regressao estimada

Estimacao da média de uma observagdo nova E()|20), com
T
Zy = (1,201,...,20,).

A média é dada por E(yo|20) = Bo + B1201 + - - + Brzor = 24 B-
Logo, E(yez0) = 2J B.

Temos que N
20 B~ N(24 B,0°25 (27 Z) " 20).

O intervalo de 100(1-a)% de confianga para z, 3 é dado por

IC100(1—a)%(20 B) = z0 B+ th-r—1,1—a2\/$22¢ (Z' Z)~" 20.



Previsdo de uma nova observagéo, quando z = z

O intervalo de previsdo 100(1-a)% de confianga para y, € dado por

ICi00(1—a)%(Y0) = FACES tn7r71,17a/2\/52(1 +2J(272)"20).
Alguns outros tépicos que devem ser revisados pelo aluno:

® Verificagcao do ajuste e outros aspectos da regressao.
® Analise de residuos.

® Pontos de alavanca e de influéncia.

e Selecdo de covariaveis.

e Comparagao de modelos.



Regresséo linear multivariada

Suponha que a variavel resposta y é p-variada e que zy, 2, . . ., Z
representam r covariaveis escalares.

O modelo de regressao linear multiplo multivariado é dado por:

yii = Bot+Buzii+-+Bnzrit+er
Yoi = Poa+ Bi2z1i+ -+ Brezri+ €2,
Yoi = Pop+ Pipz1i+ -+ BwZri+ep,i
parai=1,2,...,n,sendo e/ = (e1,i, €2,iy - -, Ep,i)-
Suposigoes:
L E(E,’) =0;e

® Var(e;) = X, uma matriz p x p simétrica e positiva definida.

Portanto, os termos de erro associados com diferentes componentes do
vetor resposta podem ser correlacionados.



Na notagéo matricial, tem-se

Y = Z B +_ e
- = =~
nxp "X(’+1)(r+1)><p nxp
com
[ Y1 Y2 - Yip
Yo1r Yoo -0 Yop
Y = . : . :[y17y27‘ 7yp}7
L Vm Yn2 Ynp
1z ziz 24,
1 2z Z Zor
z = . :[17217227 7zf]7
L1 Zm Ze Znr




[ Bo1
B
L ﬁr1
[ et

€21

Ent

Boz2
Bz
Bra
€12
€22

En2

ﬂOp
/B1p
Bro
E1p

E2p

Enp

= [ﬁ131627"'7ﬂp]a

:[617527"‘7€p]'

e



Suposigbesdomodelo Y = Z B :
~—~ ~—~ , ~—
nxp nx(r+1) (r41yxp ~ NXP

b E(Ej) =0,e
® Cov(ej,ex) = opln, paraj,k =1,2,...,p.

As p medidas sobre a i-ésima observacao tém matriz de covariancia dada
por X, mas medidas provenientes observagdes diferentes sédo ndo
correlacionadas.

Temos que B e X sao desconhecidos.

Observe que a j-ésima coluna da matriz resposta segue o modelo linear
univariado multiplo dado por

yi=2B;+te;, para j=1,2,...,p.

com Var(g;) = gjiln.



Estimacao por Minimos Quadrados:
B=(Z2'2)7'Z"y.
Matriz de somas de quadrados e produtos cruzados:
(Y-2ZB)'(Y-2ZB).

Valores ajustados: R
Y=2B=2(Z2"2)'Z"Y
Residuos: R
e=Y-Y=Y_-ZB=[I-2(Z2'2)'Z"Y.

Propriedades:
~T

Z'e= 0 e Y&=_0;
(r+1)xp pxp

Y'Y=V V+e's e
e'e=Y'Y-B'(Z'2)B.



Para o estimador de minimos quadrados B e com a matriz Z de posto
completo, tem-se

E(B) = B,
Cov(B,,By) = ox(Z'Z)7",
E() = \0/ , e
matriz nula

E(17€T§> = X
n—r—1

B e € sao ndo correlacionados.

Estimador nao tendencioso de X:

AT~
g €

n—r—1’



Inferéncias a partir da fungéo de regressao estimada

Suponha que o modelo Y = Z3 + ¢, com erros normais tenha sido ajustado.
Se o ajuste for considerado bom, ele podera ser usado para fins de previséo.

Um problema é prever a média correspondente a um vetor de covariaveis zy.

Inferéncias sobre a média podem ser feitas se usando os mesmos
resultados estudados no caso univariado.

B'zy ~ Ny(B' 20,20 (Z72) ' 20X)

nx ~ We(n—r—1,X), independentemente.

Intervalos- T2 simultaneos de 100(1-a)% de confianca para E(y«|2o) = 2g By:

-~ n—r—1 n ~
z(—)rﬁk + \/p()Fp,n—r—pJ—a\/z(—)r(sz)120 (ﬁakk)7

n—r—p

parak=1,2,...,p.



O outro problema esta voltado para a previsdo de uma nova resposta y,
dado o vetor de covariaveis z;.

Agora,
Yo~ Np(ﬁTZOa (1+ ZL)T(ZTZ)_1ZO)Z)~

E, assim, intervalos simultaneos de previsdo de 100(1-a)% para a k-ésima
componente de y,, Yok, kK =1,2,...,p, sdo dados por

~ n—r—1 n_ -
2o By £ \/'D()Fp,nercx\/(1 +20(Z'2)"20) (ﬁakk)

n—r—p




O conceito de regressao linear

O modelo de regressao linear classico diz respeito a associagao entre uma
variavel dependente (ou resposta) y e uma colegao de covariaveis
Z1,22,...,2r.

O modelo que consideramos trata y como uma variavel aleatéria cuja média
depende dos valores fixados das covariaveis.

A média é uma funcdo linear dos coeficientes da regresséo fo, 51, - - -, Br-
O modelo de regressao linear também surge em uma configuragéo diferente.

Suponha que todas as variaveis y, zi, 22, . . ., Z- S@0 variaveis aleatérias e
tém uma distribuigdo conjunta com média p de dimenséo (r+1) x 1 e
variancia X de dimenséo (r +1) x (r +1).



Particionando p e X de forma apropriada temos

Ky oy Ly
= e X = ,
# [ K ] { Yy Xz ]
com
Z}’Z = [UYZ1 s Oyzpy e v+ 7Uy2r]-

¥ ., é suposta ser nao singular. Se isso ndo acontecer, significa que pelo
menos uma das covariaveis é combinagéao linear das demais, de modo que
esta covariavel é redundante e pode ser eliminada do problema.

Preditor Linear:
~ ~ ~ ~ ~T ~ ~ o~ ~
Bo+Pizi+-+Pzr=PF+B 2z, com B =(B1,Ba,....0)
Para um preditor dessa forma, o erro de previsdo é dado por:
~ ~T
y—-50—-8 z

Como este erro é aleatdrio, costuma-se escolher 3, e (3 de modo a minimizar
0 erro quadratico médio

EQM = E ([y —Bo— BTz]Z) .



O EQM depende da distribuigdo conjunta de y e z somente através de e X.

€ possivel expressar o preditor linear 6timo em fungao dessas quantidades.

Resultado
O preditor linear 5y 4+ 3"z com coeficientes 8 = £2,'%,,, o = py — B 1,
tem EQM minimo entre todos os preditores lineares de y. Além disso,

~ ~T _
E ([y - 60 - ,8 Z]Z) = Oyy — Zyzzzz1 Zzy.

Também Sy + 3" z é o preditor linear de maior correlagdo com y dada por

|,5.'%,,
Oyy



Esse coeficiente de correlagédo é chamado coeficiente de correlagdo multiplo
da populagéo e sera denotado por py(,).

| ERER'E,
Py(z) = T

Observe que este coeficiente de correlagdo multiplo, diferente dos outros
variaentre 0 e 1.

O quadrado do coeficiente de correlagdo multiplo populacional é chamado
coeficiente de determinacao populacional.

O coeficiente de determinagéo populacional tem uma interpretagédo
importante. O EQM em usar 5, + 8 z para prever y é

—1 2 2
Oy — Lyz2z Xzy = Oy — OyyPy(z) = oy (1 - Py(z))~

Se py(z) = 0, z ndo acrescenta nenhum poder de previsdo. No outro extremo,
y pode ser perfeitamente explicada por z.



Previsao de varias variaveis

A extens&o destes resultados para a previséo de varias respostas
Y1, Y2, ..., Yp € quase imediata.

Suponha
( Voxi ) ~ Np+ir (1, X)

Zrx1
—( P e T | Zw Iy
we(n) em=ley E]

EWylzi, z2,....z] = p, + Ty X5 (2 py).

Este valor esperado condicional, considerado como uma fungéo de
z1, 22, ..., Zr, € chamado vetor de regressao multivariada de y em z.

com

Vimos que

Ele se compde de p regressdes multiplas univariadas.



Por exemplo, o primeiro componente do vetor de média condicional é:
fy + Ey2Xz (2 — py) = E(il21, 22, ., 20)
que minimiza o erro de previsao nesse componente.
A matriz 8, , = T,.X;,; é chamada matriz de coeficientes de regressio.
O vetor de erro de previsao é:
V=y -, -~ 525 (Z2-p) e E(wW')=%,.=%, -5, %,

Como u e X costumam ser desconhecidos, eles devem ser estimados.



Os estimadores de maxima verossimilhanga da fungédo de regressao sao
dados por:
Y+ 5y:5;7(z—2), e

< n—1 1
Tyyz= n (Syy — SyzSzz Szy).
Observacao: a colegdo yi, yo, ..., Yp, 21, 22, . . ., Zr leva as seguintes
equagdes de previsao:
Vi = Boir+Buzi+-+ Bz
Yo = o2+ Brezi+ -+ Brz
j/\p = Bop+ Bipz1 + -+ -+ BrpZ:r.
1. Os mesmos valores zy, 2, . . ., z, s80 usados para prever cada y;.

2. Os B,-k sdo estimativas das entradas (j, k) da matriz 8 = X,,X;.



Coeficiente de correlacao parcial

Considere ( }z/"“ ) ~ Npir (1, Z).

rx1

O coeficiente de correlagdo parcial entre y; e yx, eliminando-se z, é definido

por
Oyiyk-z

\/9Yy;j- 20 ykyx.z

com oy, - @ entrada (j, k) da matriz Xy, ; = Xy, — Y3, %,

Pyiyk-z =

O coeficiente de correlagdo amostral correspondente é dado por
_ Sz

lyy,. = —F———
7k
\/Syjyj.zsykyk‘z

com sy, .z a entrada (j, k) da matriz Syy.; = Syy — S,:S:; Szy.



Analise em componentes principais

O propésito da analise de componentes principais (ACP) é substituir as
variaveis originais por um nimero menor de variaveis que sao fungdes das
variaveis originais.

A ACP consiste na determinagéo de uma transformacao ortogonal das
variaveis originais para um novo conjunto de varidveis ndo correlacionadas
que sdo obtidas em ordem decrescente de importancia.

As novas variaveis, chamadas de componentes, sdo combinagdes lineares
das variaveis originais.

Em geral, espera-se que os primeiras componentes chamados
componentes principais (em nimero menor do que o de variaveis
originais) compreendam a maior parte da variagao total no conjunto de dados
original tal que a dimensionalidade efetiva dos dados pode ser reduzida.



A analise fatorial (AF) tem um propésito similar, mas é baseada em um
modelo estatistico préprio que especifica um dado nimero de variaveis
subjacentes chamadas fatores. A AF € uma técnica voltada para a
“explicagdo” da estrutura de covariancias das variaveis, em vez de olhar
apenas as variancias.

Devido as similaridades das duas técnicas os dois métodos sao algumas
vezes confundidos. Porém, existem diferengas fundamentais que serdo
apresentadas ao longo deste curso.

Em muitas aplicagbes, os componentes principais ou fatores aparecem
como o objetivo final da analise e, os pesquisadores tentam, entao,
interpreta-los de forma significativa. Porém, o principal beneficio da ACP
esté na possibilidade de reduzir a dimensao do problema de forma a
simplificar as andlises subsequentes.



De forma a estudar as relagdes entre um conjunto de p variaveis
correlacionadas, pode ser Util transformar o conjunto de dados em um novo
conjunto de varidveis nédo correlacionadas chamados componentes
principais.

Estas novas variaveis sdo combinacoes lineares das variaveis originais e
sao obtidas em ordem decrescente de importancia tal que, por exemplo, o
primeiro componente principal conta com a maior parte possivel da variagéo
total nos dados originais.

A transformacéo ortogonal &, de fato, uma rotagao espago original das p
variaveis.

A ACP é apropriada quando as variaveis sob investigagdo sdo todas de
mesma natureza, de modo que nao tenhamos, por exemplo, uma variavel
dependente e varias variaveis explicativas como no caso da regressao
multipla.



O objetivo usual da analise é verificar se os primeiros poucos componentes
principais (CP) compreendem a maior parte da variagéo total dos dados
originais. Se for este o0 caso, entdo coloca-se a questédo de que a
dimensionalidade efetiva dos dados é menor do que p.

Se algumas das variaveis originais sdo altamente correlacionadas, elas
estao, efetivamente, “dizendo a mesma coisa” e podem portanto, existir
restricdes lineares sobre estas variaveis.

Neste caso é esperado que os primeiros componentes sejam significativos,
nos ajudem a compreender melhor os dados e sejam Uteis nas analises
subsequentes, nas quais poderemos lidar com um nimero menor de
variaveis.



Na prética, em diversos casos, ndo é facil interpretar os componentes e,
portanto, sua principal utilidade esta na redugédo da dimensionalidade dos
dados de forma a simplificar as andlises posteriores.

Por exemplo, construir o gréafico de dispersao dos escores dos dois primeiros
componentes para cada observacgédo € uma forma de tentar identificar
conglomerados (agrupamentos).

A ACP transforma um conjunto de varidveis correlacionadas em um conjunto
de variaveis nao correlacionadas. Se as variaveis originais sédo
aproximadamente ndo correlacionadas entre si, entdo ndo existe razéo para
realizarmos uma ACP.



Componentes principais populacionais

Algebricamente, CP sdo combinagdes lineares particulares das variaveis
Xi, Xo, ...y Xp.

Geometricamente, estas combinagées lineares representam a seleg¢éo de
um novo sistema de coordenadas ao rotacionar o sistema original. Os novos
eixos representam as diregbes com variabilidade maxima e fornecem
descricdo mais simples e parcimoniosa da estrutura de covariancia.

Os CP dependem somente da estrutura de covariancia X (ou da matriz de
correlagdes R). Seu desenvolvimento ndo exige que os dados sejam
normais multivariados. Por outro lado, componentes principais obtidos de
populagdes normais multivariadas tém interpretagdes Uteis em funcdo dos
elipsoides de densidade constante. Além disso, inferéncias podem ser feitas
a partir dos componentes amostrais, quando a populagédo é normal
multivariada.



Seja X = (X1, Xz, ..., Xp)" um vetor aleatério p-dimensional, com média u e
matriz de covariancias X. Desejamos encontrar um novo conjunto de
variaveis, Y = (Y4, Yo,..., Yp) ", talque Ys, Ya,..., Y sd0 ndo
correlacionadas e cujas variancias decrescem da primeira para a ultima.

Cada Y; é tomado como uma combinag&o linear dos componentes do vetor
X tal que
Yi=anXi+apXo+ -+ apXp=a X (1)

emque a = (aj1,ap,...,ap) € um vetor de constantes.

A Equacédo (1) contém um fator de escala arbitrario. Portanto, impomos a
condigao ajTa,- =3"%_, ajzk = 1. Veremos que este procedimento particular
de normalizagdo assegura que a transformacéo global é ortogonal. Em
outras palavras, assegura que distancias e angulos no novo espago sao
preservados.



O primeiro componente principal, Ys, € encontrado ao escolher a; tal que Y;
tenha a maior variancia possivel. Em outras palavras, escolhemos a; de
forma a

Maximizar ~ Var(a; X)

Suijeito & ala =1.

O segundo componente principal é encontrado ao escolher a, tal que Y»
tenha a (segunda) maior variancia possivel para todos os compostos
definidos pela Equacao (1) que sdo nao correlacionados com Y.

Similarmente, derivamos os componentes Y3, Y4, ..., Y, de forma que eles
sejam nao correlacionadas com os anteriores e tenham variancias
decrescentes.

Definicao
Se A é uma matriz p x p e v € um vetor ndo nulo de tamanho p tal que

Av=)\v, com X>0,

entdo dizemos que X é um autovalor correspondente a v. Da teoria de
decomposicdo espectral de A, temos que A= PAPT com
P= (V1,V2,...,Vp) el :diag(/\1,>\2,...,/\p).



Proposicao 1

Seja X a matriz de covariancias de X. Sejam (A1, V1), (A2, V2), ..., (Ap, Vp)
os pares de autovalores e autovetores (ortonormalizados) de X tais que
MZA=--2Xp20.

O j-ésimo componente principal é dado por

Yi=v/X, j=1,2,...,p.

Com estas escolhas, tem-se:

Var(Y)) = v/ Zvi=v/ v\ =, j=1,2,....p,

Cov(Y, Yi) = v/ Zvk = v/ viA =0, j# k.

Se alguns )\; forem repetidos, as escolhas dos correspondentes autovetores
v; e, portanto de Y}, ndo sera Unica.



Prova
Vimos que
a' xa
max ——— = A
a0 a'a

O maximo é atingido quando a = v;.
Mas v{ vy = 1 e, assim,

T T
ara_, _Viivi_ vi vy = Var( ).

max
vivy

a0 a'a

Similarmente, vimos que

-
max L}:azkkﬂ para k=1,2,...,p—1.

alvy,vo,...,vg aTa

Para a escolha @ = vi,1 com v/ v;=0,paraj=1,2,...,ke
k=1,2,...,p—1,

Var(Yer1) = Akv1 € Cov(Yist, Y)) =0, j=1,2,... k.



Proposicao 2

Seja X um vetor aleatério de dimenséo p x 1 com matriz de covariancias X
tal que (A1, V1), (A2, V2),. .., (A\p, Vp) S80 0s pares de autovalores e
autovetores (ortonormalizados) de X com Ay > X2 > --- > Ap > 0. Entéo,

P 2 p
Zj:1var()(/) = 21:101'/ =MtXt o+ A= Zj:1Var(\’,-).

Prova

Temos que qua,-j =tr(X). Mas £ = PAP" com A = diag{\1, Aa, ..., Ao}
e P=(vy,Va,...,Vp), matriz ortogonal.

Logo,

tr(X) = tr(PAP") = tr(PT PA) = Z/ Py

A Proposigéo 2 diz que a variancia total da populacédo é dada pela soma dos
autovalores da matriz de covariancias populacional, X.



Consequentemente, a proporcao da variacao total devida ao j-ésimo
componente é
A
Mt A+ A

para j=1,2,...,p.

Se a maior parte (por exemplo 80% a 90%) da variagéo total, para p grande,
pode ser atribuido aos dois ou trés primeiros componentes, entdo estes
componentes podem “substituir’ as p variaveis originais sem muita perda de
informacao.

Cada entrada dos vetores v; = (Vj1, V2, ..., Vjp) ' que definem os
componentes também deve ser olhada. A magnitude de vj indica a
importancia da k-ésima variavel original no j-ésimo componente, sem olhar
as demais variaveis.

Em particular, v é proporcional ao coeficiente de correlagéo entre Y; e Xk.



Proposicao 3
SeY, = V]TX, j=1,2,...,p, sdo os componentes principais obtidos a partir
da matriz de covariancias X do vetor aleatério X, entdo

Vik\/ Aj
p(Y],Xk): /\/7

para j,k=1,2,...,p,

NG
s&o os coeficientes de correlagdo entre Y; e Xi.
Novamente, (A1, V1), (A2, V2),..., (Ap, Vp) S@0 Os pares de autovalores e
autovetores (ortonormalizados) de X com Ay > X2 > --- > Ap > 0.
Prova
— T Al
Faca ex = (0,...,0, - 1 ,0,...,0) talque Xk = e, X e
k-ésima entrada
Cov(Xi,Y;) = Cov(es X,v/ X)=eiZv,= e v\ = Vi) =
Cov(Y;, Xi Vik\j Viky/Aj
p(Y;, Xe) (Y}, X) _ kA Y J

VVar(Y)NVar(Xe)  VAvow Vo



Exemplo
Suponha um vetor aleatério de dimensao 3 cuja matriz de covariancias é

dada por
1 -2 0
¥=| -2 5 0].

0 0 2

Os pares de autovalores e autovetores associados a X sao:

M ~583 e vi~[-0,383 0,924 0]"
Ae~200 e Vo[ 0 0 1"
Aa~0,17 e vs~[ 0,924 0,383 0].

Portanto, os componentes principais séo:

Y; = —0,383X; +0,924X;
Yo = Xs
Ys = 0,924X; +0,383Xs.

Ver arquivo exemplo_13.r



A variavel X3 € um dos componentes principais, pois ela € nao
correlacionada com as outras duas variaveis.

A proporgéo da variagao total explicada pelos dois primeiros componentes é
7,83/8 ~ 0,98 de modo que podemos explicar estes dados usando apenas
Y: e Y2, sem perder quase informacéo.

As correlagdes entre os componentes e as respectivas varidveis sao dadas
na tabela a seguir.

Tabela 5: Correlagdes entre os componentes e as respectivas variaveis.

CP X X Xs
Y; | 0,924 0,997 O
Y, 0 0 1
Ys | 0,383 0,071 0




ACP considerando uma normal multivariada

E informativo considerar componentes principais obtidos de populacdes
normais multivariadas. Suponha X ~ Np(, X). Vimos que a densidade de
X é constante para os pontos x em R” que satifazem

(x—p)'Z7(x—p)=c

As solucdes desta equagao correspondem ao elipséide centrado em p cujos
semi-eixos sdo dados por ic\ﬁ,v/, j=1,2,...,p,emque

(A1, v1), (A2, v2), ..., (Ap, Vp) s@0 Os pares de autovalores e autovetores
(ortonormalizados) de X.

Um ponto caindo no j-ésimo eixo do elipséide de densidade constante tera
coordenadas proporcionais as coordenadas do vetor

Vj= (‘/117‘//27'~'7VIP)T7

no sistema de coordenadas que tem origem em p € eixos que sao paralelos
aos eixos das varidveis originais Xi, Xz, ..., Xp.



Sera conveniente aqui considerar u = 0, sem perda de generalidade.

Vimos que os pares de autovalores e autovetores de £~ sdo dados por
(1/M1,v1),(1/X2, v2),...,(1/Xp, Vp). Note que ="' = PA~"P.

Com p = 0, temos

Te—1 P12 1 L L L 2
e X Z/:m,-("f ) Z/ myf PYRANID Ve GRSV Chad
e esta equacao define um elipséide (pois A1, Az, ..., Ap S&0 positivos) em um
sistema de coordenadas y1, 2, ..., ¥p definido pelos eixos cujas direcdes séo
V1, Va,. .., Vp, respectivamente.

Se \¢ é o maior autovalor, entdo o eixo maior esta na dire¢cao do autovetor
vi. Os eixos menores restantes estdo nas diregdes definidas pelos
autovetores vo, ..., Vp.

Resumindo: os componentes principais caem nas diregdes dos eixos de um
elipsoide de densidade constante. Portanto, qualquer ponto sobre o j-ésimo
eixo do elipsdide tem coordenadas proporcionais ao j-ésimo autovetor.



Quando p # 0, seu componente principal centrado na média é
y; = v (x — p) que tem média zero e esta na direcéo v;.

N =T =yT ’
| Y2EVx yi=vix ,
< p

X2

X1
Figura 7: Elipse de densidade constante e os componentes principais para um vetor
aleatério normal bivariado com . =0 e p = 0,75. (Ver arquivo exemplo_14.r)

E possivel ver que os CP sao obtidos pela rotagdo em relagdo a origem, dos
eixos originais de um angulo 6 no sentido anti-horario até que eles coincidam
com os eixos da elipse de densidade constante. Este resultado também vale
parap > 2.



Componentes principais obtidos das variaveis padronizadas

Os componentes também podem ser obtidos via variaveis padronizadas. Na
notagcdo matricial

—1
Z-= [w‘”] (X —p) com W'2=diag(y/o11, /022, - .- ,/Omp)-
Claramente E(Z) =0 e Var(Z) = R.

Os componentes principais de Z podem ser obtidos da matriz de correlagbées
R de X.

Os resultados anteriores todos se aplicam, com algumas simplificagdes, pois
agora a variancia total é p, pois na diagonal de R os elementos sédo todos
unitarios.

Nesse caso, a proporgao total da variagdo devida ao j-ésimo componente
serd dada por §;/p, paraj=1,2,...,p, em que J; é o j-ésimo autovalor da
matriz de correlagdes R.



Porém, os componentes obtidos a partir da matriz de correlagdes serdo
diferentes dos componentes obtidos pela matriz de covariancias.

Exemplo

Considere a seguinte matriz de covariancias X = { l 103 } ea
. - 1 0,4

correspondente matriz de correlagbes R = 0.4 1l

Os pares de autovalores e autovetores de X sdo dados por

A1 =100,16 e v;=[0,040 —0,999]"
X2=0,839 e v,=[0,999  0,040].

Os pares de autovalores e autovetores de R sado dados por

69=1,4 e wy=[ 0,707 0,707]"
62=0,6 e wp=[-0,707 0,707]".

Ver arquivo exemplo_15.r



Os respectivos componentes principais sao, entao,
® relativos a X:
Y: = 0,040X; — 0,999.X>, e
Y> = 0,999X; + 0,040X>
com Y; correspondendo a 99,17% da variacao total.
* relativos a R: X X
Yy = 0,707(‘1;“‘) + 0,707% = 0,707Z 40,7072, e

Yy = —0,707M + 0,707% = —0,707Z; +0,7072

com Y§ correspondendo a 70% da variagao total.

Devido a variancia de X, ser muito maior que a de Xj, esta variavel domina o
primeiro componentes principal determinado pela matriz X.

Quando as variaveis Xi e X, sdo padronizadas, as variaveis resultantes
contribuem igualmente para os componentes principais determinados pela
matriz R e as correlagdes de Z; e Z, com o primeiro componente séo 0, 837.



Mais surpreendentemente, vemos que a importancia relativa das variaveis
para o primeiro componente é fortemente afetada pela padronizagao.

Quando o primeiro componente obtido de R é expresso em funcdo de X; e
X>, as magnitudes relativas dos pesos que séao 0,707 e 0,707/10=0,0707
estdo em oposigao direta aos pesos do primeiro componente relativo a
dados por 0,040 e 0,999, respectivamente.

Este exemplo demonstra que componentes principais obtidas de X sao
diferentes daqueles obtidos de R. Além disso, um conjunto de componentes
principais ndo é uma fungao simples do outro. Isto sugere que a
padronizacdo ndo é inconsequente.



Discusséo

As variaveis devem provavelmente ser padronizadas se elas sdo medidas
sobre escalas cujas variagdes sdo muito diferentes ou se as unidades de
medida ndo sdo comensuraveis.

Por exemplo, se X; representa vendas anuais de dez mil a 350 mil délares e
X € arazao (renda bruta anual)/(ativos totais) que varia entre 0,01 a 0,60,
entdo a variagao total serd quase que exclusivamente devida as vendas em
dolar.

Neste caso, esperariamos um Unico componente principal importante com
um peso alto em X;.

Alternativamente, se ambas as variaveis sao padronizadas, suas magnitudes
subsequentes serdo da mesma ordem, e Xz (ou Z2) representardo um papel
maior na construgdo dos componentes principais.



ACP para matrizes de covariancia com estruturas especiais

Existem certos padrées das matrizes de covariancias e correlagdes cujos
componentes principais podem ser expressos de forma simples. Por
exemplo, suponha que

Y =diag(o11,022,...,0pp)-
Fazendo e; = (0,...,0, 1 ,0,...,0)7 é facil ver que Xe; = oje;

J-ésima posicao
e concluimos que os pares (oj, €;), j = 1,2,..., p sdo pares de autovalores
e autovetores de £. Como a combinacgéao linear e,TX = Xj, o conjunto de
componentes principais é exatamente o conjunto de variaveis originais nao
correlacionadas, exceto que agora apresentadas em ordem decrescente de
variancia.



Para uma matriz de covariancias diagonal, nada se ganha em usar ACP. De
outro ponto de vista, se X tem distribuicdo Np(u, X), 0os contornos de
densidade constante sdo elipsdides cujos eixos ja estdo na diregao da
variagdo maxima. Consequentemente, ndo ha necessidade de rotacionar o
sistema de coordenadas originais.

Padronizagéo néo altera substancialmente a situacédo para X diagonal.
Neste caso R = I,. Claramente, Re; = 1 x e;, tal que o autovalor 1 é de
multiplicidade p e

PRp— T '_
e =(0,...,0, 1 ,0,...,00T, j=1,2,....p

j-ésima posigao
é uma escolha conveniente para os autovetores. Consequentemente, os
componentes principais obtidos por R sdo também as variaveis originais,

agora padronizadas, Zi, 2z, . . ., Zp. No caso de autovalores iguais e sob
normalidade, os contornos de densidade constante serdo esferbides.



Outra matriz de covariancia padrédo, que em geral descreve correspondéncia
entre certas varidveis biol6gicas tem a seguinte forma geral

0'2 po’z ... po‘z

po’2 0'2 .. pa‘
Z =

po?  po? .- o2

A matriz de correlagdes correspondente &

1 p
p 1 p
R =
p p 1
Observe que com este padrao as variaveis Xi, Xz, ..., Xp s@o igualmente

correlacionadas.

Nao é dificil mostrar que os p autovalores correspondentes a matriz de
correlagdes podem ser divididos em dois grupos.



Quando p > 0, o maior autovalor é Ay = 1 + (p — 1)p com autovetor
associado

v, = <L a1 1)T_

VARV AV/
Os p — 1 autovalores restantes s8o Ao = A3 =--- = Xp =1 —peuma
escolha apropriada para os autovetores é

v, = ( ! 1 0 o)T
2 - Tx2 Vix2 7

Vs =

o 1 1 (=1 '
"’ (u—nxf’ R ETRV e ’°>

1 1 —(p—1)
Vie=1)xp " lp-1)xp \/(p1)xp>



O primeiro componente principal &

1
Vi=viZ= ﬁZLZf

que € proporcional a soma das p variaveis padronizadas. Ele pode ser

olhado como um “indice” com pesos iguais para todas as variaveis. A

proporgao da variagao total explicada por este componente é dada por
M_1+p=-Np_  1-p

+
P P P77

Se p estiver proximo de 1 ou p for grande temos que M ~ p. Por exemplo,

se p = 0,80 e p = 5, este componentes explicara cerca de 84% da variagao
total do dados.

Quando p esta perto de 1, os p — 1 autovalores restantes contribuem
relativamente muito pouco e podem ser desprezados.

Se o vetor aleatério (Zy, Zs, .. ., Zp) tem distribuicdo normal multivariada com
correlagbes iguais duas a duas, entdo o elipsdide de densidade constante
ter4 uma forma de charuto.



Componentes principais amostrais

Agora temos a estrutura necessaria para estudar o problema de resumir a
variagado nas n observacdes sobre p varidveis em poucas combinagdes
lineares criteriosamente escolhidas.

Suponha que os dados x1, X2, ..., X, representam n observagdes
independentes de alguma populagéo p-dimensional com vetor de médias p
e matriz de covariancias X. Estes dados produzem um vetor de médias
amostral X, a matriz de covariéncias amostral S e a matriz de correlagdes
amostral R.

O objetivo aqui sera construir combinagdes lineares ndo correlacionadas a
partir das caracteristicas medidas que levam em conta o méximo da variagcao
na amostra. As combinac¢des ndo correlacionadas com as maiores
variancias serdo chamadas componentes principais amostrais.



Proposicao

Sejam S a matriz de covariancia amostral e (X,, V)),j=1,2,...,p, seus
correspondentes pares de autovalores e autovetores, com
M= /\p > 0. Seja x uma observagao qualquer.

O valor do j-ésimo CP para esta observagao ¢ y; = Vj X.
Variancia amostral Var(y,) = A, paraj = 1,2,...,p.
Covariéancia amostral 65\/(}7,-,?,() =0,paraj#kejk=12,...,p.
A P P ~
Variancia amostral total Zj:1s,, = Zj:1>\,.
Correlagao do j-ésimo componente principal amostral com a k-ésima variavel

V’k\/i" k=12

r(j/\h Xk) = m B /5 k
Denotaremos

A =diag(, Re,.... %) e A’ =diag (\/X1,\/X2,...,\/,A\p) .

P



Exemplo
Um censo forneceu informacdes sobre 5 variaveis socioeconémicas em 61
setores censitarios na area de Madison, Wisconsin.
As variaveis observadas foram as seguintes:
® X - populagdo (milhares);
® X, - grau profissional;
® X3 - populagdo empregada acima de 16 anos;
® X, - funcionérios publicos; e
® Xs - valor mediano da residéncia.

Problema: A variagdo amostral pode ser resumida por um ou dois
componentes principais?

Variavel | pop. prof. emprego func. pub. casa
X 4,47 3,96 71,42 26,91 1,64

Tabela 6: Médias amostrais das variaveis.

Ver exemplo_16.r



pop. prof. emprego func. pub. casa
pop. 3,397 -1,102 4,306 -2,078 0,027
prof. -1,102 9,673 -1,513 10,953 1,203
emprego 4306 -1,513 55,626 -28,938 -0,044
func. pub. | -2,078 10,953 -28,938 89,067 0,957
casa 0,027 1,203 -0,044 0,957 0,319
Tabela 7: Matriz de covariancias amostrais das variaveis.
pop. prof. emprego func. pub. casa
pop. 1,00 -0,19 0,31 -0,12 0,03
prof. -0,19 1,00 -0,07 0,37 0,69
emprego 0,31 -0,07 1,00 -0,41 -0,01
func. pub. | -0,12 0,37 -0,41 1,00 0,18
casa 0,03 0,69 -0,01 0,18 1,00

Tabela 8: Matriz de correlagbes amostrais das variaveis.



No R, a fungéo prcomp do pacote stats roda a ACP.

Os desvios padrées sdo dados por:

A" = [10,3448 6,2986 2,8932 1,6935 0,3933].

V1 Vo V3 Va4 Vs
pop. 0,0389 -0,0711 0,1879 09771 -0,0677
prof. 01053 -0,1298 -0,9610 0,1714 -0,1386

emprego 0,4924 -0,8644 0,0458 -0,0910  0,0050
func. pub. | -0,8631 -0,4803 0,1532 -0,0297  0,0067
casa -0,0091 -0,0147 -0,1250 0,0817  0,9886

Tabela 9: Rotagao das variaveis.

CP1 CP2 CP3 CP4 CP5

Aj 10,345 6,299 2,893 1,693 0,393
Prop. Variancia 0,677 0,251 0,053 0,018 0,001
Prop. Acumulada | 0,677 0,928 0,981 0,999 1,000

Tabela 10: Importancia das componentes.



Os dois primeiros componentes principais, juntos, explicam 92,8% da
variancia amostral total. Assim, podemos dizer que a variagdo amostral é
bem resumida por dois componentes principais € uma redug¢éao nos dados de
61 observagdes de 5 variaveis para 61 observacgdes de dois componentes é
razoavel.

Dados os coeficientes dos vetores que definem os componentes, o primeiro
parece ser essencialmente uma diferenga ponderada entre as variaveis
funcionario publico e empregados maiores de 16 anos. O segundo CP
parece ser uma soma ponderada dos dois.

X1 X2 X3 X4 X5
Y 0,218 -0,350 -0,683 -0,946 -0,167
Y. | -0,243 -0,263 -0,730 -0,321 -0,165

Tabela 11: Correlagbes entre os componentes e as variaveis

Observacao: A resposta ao problema é sim, desde que de fato as variaveis
X3 e X4 sejam mais importantes. Caso contrario, € melhor padronizar as
variaveis.



O ndmero de componentes principais

A questado de quantos componentes reter esta sempre presente. Nao ha
uma resposta definitiva para ela. Aspectos a serem considerados incluem a
quantidade total da variancia explicada, o tamanho relativo dos autovalores
(as variancias dos componentes amostrais), e as interpretagdes dos
componentes. Em adi¢cao, como veremos adiante, um componente
associado com um autovalor préximo de zero e, assim, considerados sem
importancia, podem indicar dependéncias lineares insuspeitas nos dados.

Uma ajuda visual util para determinar um namero apropriado de
componentes € um scree plot. Com os autovalores ordenados em ordem
decrescente, um scree plot é um grafico de j versus );. Para determinar o
numero apropriado de componentes, buscamos por um “cotovelo” (dobra) no
scree plot.

O namero de componentes é tomado como o ponto a partir do qual os
autovalores restantes séo relativamente pequenos e todos tém
aproximadamente o0 mesmo tamanho.



Exemplo (continuacao)

Variancias
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Figura 8: Autovalores ordenados de forma n&o crescente.



Componentes principais usando as variaveis padronizadas

Os componentes principais podem ser obtidos via matriz de correlagoes
amostrais R e os resultados com suas devidas adaptag¢des serao:
® Seja ( i, W)),j =1,2,...,p, 0s pares de autovalores e autovetores de

R, comé; > b, > - 6p 0. De maneira similar, temos A e A"
® Seja z uma observagao qualquer padronizada.
e O valor do j-ésimo CP para esta observagao é }7,* = |Tv,-Tz.
® Variancia amostral @(E*) =5, j=1,2,...,p.
e Covariancia amostral Cov(y,*,j/,i) 0, j#k, jk=1,2,...,p.
® Variancia amostral total tr(R) = p = 27:13,-.

® Correlacédo do j-ésimo componente amostral com a k-ésima variavel

r(-/y\l'*’xk):‘//\vl'k\/(sjh j7k:172>~“7p'

Lembrem-se de que em geral os componentes obtidos via matriz de
correlagdes serdo diferentes daqueles obtidos via matriz de covariancias.



Exemplo

As taxas semanais de retorno para cinco agdes (JP Morgan, Citibank, Wells
Fargo, Royal Dutch Shell, and ExxonMobil) listadas na Bolsa de Nova York
foram registradas para o periodo de janeiro de 2004 a dezembro de 2005.
As taxas semanais de retorno sédo definidas como (preco de fechamento da
semana corrrente menos prego de fechamento da semana anterior)/(preco
de fechamento da semana anterior), ajustada para stock splits e dividendos.

As observagdes sobre 103 semanas sucessivas parecem ser
independentemente distribuidas, mas as taxas de retorno das agdes sdo
correlacionadas, pois como é de se esperar, agdes tendem a se mover junto
em resposta a conjuntura econdmica.

Variavel JP Citi Fargo Royal Exxon
X 0,00106 0,00066 0,00163 0,00405 0,00404

Tabela 12: Médias amostrais das variaveis.

Ver exemplo_17.r



JP Citi Fargo Royal Exxon
JP 1,000 0,632 0,510 0,115 0,154
Citi 0,632 1,000 0,574 0,322 0,213
Fargo | 0,510 0,574 1,000 0,182 0,146
Royal | 0,115 0,322 0,182 1,000 0,683
Exxon | 0,154 0,213 0,146 0,683 1,000

Tabela 13: Matriz de correlagdes amostrais das variaveis.

CP1 CP2 CP3 CP4 CP5
by 1,5612 1,1862 0,7075 0,63248 0,50514
Prop. Variancia 0,4874 0,2814 0,1001 0,08001 0,05103
Prop. Acumulada | 0,4874 0,7689 0,8690 0,94897 1,00000

Tabela 14: Importancia das componentes.



| 4]

Vo V3 Va Vs
JP -0,4691 0,3680 -0,6043 0,3630 0,3841
Citi -0,56324 0,2365 -0,1361 -0,6292 -0,4962
Fargo | -0,4652 0,3152 0,7718 0,2890 0,0712
Royal | -0,3873 -0,5850 0,0934 -0,3813 0,5947
Exxon | -0,3607 -0,6058 -0,1088 0,4934 -0,4976

® O primeiro componente é uma soma ponderada das cinco agdes ou um
“indice”. Este componente pode ser chamado de componente geral do

Tabela 15: Rotagdo das variaveis.

mercado de agdes, ou simplesmente, componente de mercado.

* O segundo componente representa um contraste entre agées de bancos
(JP Morgan, Citibank, Wells Fargo) e agdes de petréleo (Royal Dutch
Shell, ExxonMobil). Ele pode ser chamado de componente industrial.

Assim, constatamos que a maior parte da variagdo nestes retornos de ac¢des
(77%) é devida a atividade de mercado e a atividade néo correlacionada de

indUstria.



Os componentes restantes ndo sao faceis de interpretar e, coletivamente,
representam variagdo que é provavelmente especifica a cada acao.

As correlagdes entre os trés primeiros CP e as variaveis é dada a seguir.

Xi Xo X3 X4 Xs
Y; | -0,732 -0,831 -0,726 -0,605 -0,563
Y. | 0,437 0,280 0,374 -0,694 -0,719
Ys | -0,428 -0,096 0,546 0,066 -0,077

Tabela 16: Correlagdes entre os componentes e as variaveis.

A seguir mostramos o scree plot.
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Figura 9: Autovalores ordenados de forma néo crescente.



Gréficos dos componentes principais

Graficos dos CP podem revelar observagdes suspeitas bem como desvios
da suposic¢ao de normalidade. Como os CP s&o combinagdes lineares das
variaveis originais, é razoavel esperar que eles se comportem de acordo
com uma distribuigdo normal, se estivermos supondo X ~ Np(u, X).

Em geral é necessario verificar que os primeiros poucos CP sado
aproximadamente normais, quando eles sao usados como dados de entrada
em andlises posteriores.

Os ultimos CP podem ajudar a identificar observagdes suspeitas. Cada
observacéo x; pode ser expressa como uma combinagéo linear da seguinte
forma:

Xi= (X! Vi)Vi+ (X[ Vo) Vo + -+ (X Vp)Vp, i=1,2,...,n

De fato, Y = PT X, com P matriz ortogonal cujas colunas sdo os autovetores
ortonormalizados. Logo, pré-multiplicando pela matriz P ambos os lados,
obtemos X = PY, ou seja, as variaveis originais também podem,
obviamente, ser representadas como combinagdes lineares dos CP.



Assim, as magnitudes dos ultimos CP determinarao quao bem os poucos
primeiros ajustam as observagoes. Isto &,

L PN P~
Z,-:1 yiv; difere de x; por Zj:q}/,iv,.
O médulo quadrado deste altimo vetor € dado por
Vo + Vigeny + - + V-
Observacgdes suspeitas frequentemente serdo tais que pelo menos uma das
coordenadas yj;, j = q,g+1,...,p, é grande.

Recomendacoées:

1. Para ajudar na verificagdo da normalidade, construa diagramas de
dispersao para os pares dos poucos primeiros CP que explicam uma
proporgao alta da variagao total. Também construa os gq-plots dos
valores amostrais gerados por cada componente.

2. Construa os diagramas de dispersdo 2 a 2 e os qg-plots para os ultimos
(poucos) CP. Eles ajudam a identificar observagdes suspeitas.



Exemplo (continuacao)

Usando os dados sobre agdes, podemos construir os graficos de dispersao
dos dois primeiros CP e respectivos qg-plots para normalidade, e para os
dois ultimos CP para identificar a presenca de observagdes suspeitas.

Ver exemplo_18.r



Inferéncias para grandes amostras

Vimos que a decomposigao espectral da matriz de covariancias
(correlagdes) é a esséncia da ACP.

Os autovetores determinam as diregdes de variabilidade maxima e, os
autovalores especificam as variancias.

Quando os primeiros poucos autovalores sdo muito maiores que os demais,
a maior parte da variagéo pode ser “explicada” por um nimero menor do que
p de variaveis.

Na prética, decisdes olhando a qualidade da aproximagao dos CP devem ser
tomadas com base nos pares de autovalores e autovetores associados de S
ou R, (), V;)ou (6, w;),paraj=1,2,....p.

Devido a variagao inerente a amostragem, estes autovalores e autovetores
serao diferentes de suas contrapartidas populacionais.

As distribuicbes amostrais X,' e V; so dificeis de se obter e estdo além dos
objetivos desta disciplina.



No entanto, se a suposigao de normalidade multivariada é valida para o vetor
de observacdes X, podemos estabelecer propriedades sob grandes
amostras.

Suponha X ~ Ny(u, X), com X positiva definida e tal que
A1 > X2 > -+ > X\p > 0 sdo seus autovalores. A Unica excegao a este caso
ocorre quando algum autovalor tem multiplicidade maior que 1.

Geralmente as conclusdes para o caso de autovalores distintos séo
aplicaveis a menos que existam fortes razdes para acreditar que X tenha
uma estrutura especial que produza autovalores iguais. Mesmo quando a
suposigéo de normalidade € violada, os intervalos de confianga descritos a
seguir ainda fornecerédo alguma indicagao da incerteza sobre \; e
componentes de V;.

Suponha X ~ ANp(u, X). Seja A = diag(A1, Az, ..., Ap), cOM X\,
j=1,2,...,p, 0s autovalores de X. Faga A = (A1, Az,..., \p) . Defina

N - AT
V= AIZ,-:1,,-¢,-(A, v



Entao
(P1) V/N(X = A) 2 Np(0,2A2).
(P2) v/n(V; — v;) & Np(0, V).

(P3) Cada X,- € independentemente distribuido dos elementos de
seu autovetor V;.

Logo, (P1) implica que para n grande os X,- sdo independentemente

distribuidos, isto é
~ ind, 2\
)\] lnNaN <)\], n]> .



Usando esta distribuicdo, podemos construir intervalos de confianca
assintéticos 100(1-a)% para os \;:

~ 2
P (IA/ - Al < Zua/zw\/;) ~1—-a

tal que

~ ~

A A
2’ 2
T+ Z0-ar2/ 5, 1= 21-a2/ 5,

Intervalos simultdneos assintéticos para os A; via Bonferroni também podem
ser construidos. Suponha que estejamos interessados em m < p intervalos.
Entao, basta substituir o quantil acumulado da distribuigdo normal padrao

Z(1—a/2) POT Z(1—a/(2m))-

IC100(1—ay%(Nj) =




(P2) implica que os V; sdo normalmente distribuidos para n grande.

Os elementos de cada V; sdo correlacionados e a correlagdo depende em
grande extensao da separagdo dos autovalores A1, Aa, ..., A\p (Que é
desconhecida) e do tamanho amostral n.

Erros padrio aproximados para os coeficientes Vi; sdo dados pelas raizes
. . N
quadradas dos elementos diagonais da matriz = V; em que os elementos de

V,- s80 obtidos a partir de V; substituindo suas entradas por suas estimativas
/):j e /|7/.



Exemplo (continuacéo)
Voltando ao exemplo das agdes, pedem-se intervalos de confianca
assintéticos simultaneos de 95% para os dois primeiros autovalores. Usar

Bonferroni.

Neste caso a = 0,05, m = 2, implicando 1 — % =0,9875 e Zy 9875 ~ 2,24.

Temos também n = 103, 1 ‘*‘2(1—%)\/%: 1,31e1 _2(1—%)\/%: 0,69.

Além disso, Ay ~ 2,44 e \p ~ 1,41.
Assim, os IC simultaneos sao dados por

2 44 2,44
Can(h) = ($ay 560
1,41

1,41
Casn(e) = ('ayi gigg) = (1:08: 2,09

) ~ (1,86; 3,54)




Teste para estrutura de correlagdes iguais

1 p ... p
p 1 - p

Ho: R=Ro= . . . . versus H1: R#Ro.
p p o 1

E possivel construir um teste destas hipéteses usando a estatistica da razao
de verossimilhanca. Porém, apresentaremos um teste equivalente, devido a
Lawley, que é construido a partir dos elementos fora da diagonal de R.

Faca
_ 1 P
re = pﬁz,ﬂ#kr’k? k=1,2,...,p,
_ 2
ro= WZZM% ©
2 (p—1)°[1-(1-17

p—(p—2)(1-7)* "



E evidente que 7« é a média dos elementos fora da diagonal na k-ésima
coluna de R e T é a média global dos elementos fora da diagonal de R.

Testes aproximados para grandes amostras rejeitam Hp ao nivel de
significancia « se
2
T > X(p+1)(p-2)/2,1—a  COM

= % [Zzi<k(nk -7 - 622:1 (i = ?)2} ’



Exemplo

Desejamos fazer um teste para a estrutura de equicorrelagao. Para isto,
temos
1 0,7501 0,6329 0,6363
0,7501 1 0,6925 0,7386
0,6329 0,6925 1 0,6625 |’
0,6363 0,7386 0,6625 1

F1=0,6731, 7, = 0,7271, 7 = 0,66626, 74 = 0,6791, 7 = 0,6855 €
7 = 2,1329.

R =

Fazendo os calculos, obtemos T ~ 11,4.
Temos também x3, g5 ~ 11,07.
Logo, rejeitamos Hy ao nivel de significancia de 5%.

Supondo populagao normal multivariada, existe um teste assintético para
verificar se todas as varidveis sdo independentes (R = I,,).



Anélise fatorial

O proposito fundamental da analise fatorial (AF) é descrever, se possivel,
as relagdes de covariancias entre muitas variaveis em fungcao de umas
poucas, porém nao observaveis, quantidades aleatérias subjacentes que
sdo chamadas fatores.

O modelo de AF é motivado pelo seguinte argumento.

Suponha que as variaveis podem ser agrupadas por suas correlagdes. Isto
€, suponha que todas as variaveis dentro de um grupo particular sejam
altamente correlacionadas entre si, mas apresentam correlagées
relativamente pequenas com variaveis de outros grupos.

Entao, é razoavel propor um Unico constructo (fator) subjacente para cada
grupo, que resume as correlagbes observadas no grupo.

AF pode ser considerada uma extensao da ACP. Ambas podem ser vistas
como voltadas para aproximar a matriz de covariancias X. Porém, a
aproximacéo baseada no modelo AF é mais elaborada.

A questao primaria na AF é se os dados séo consistentes com uma estrutura
prescrita.



Modelo fatorial ortogonal

Seja X vetor aleatério observavel p x 1, com p = E(X) e ¥ = Var(X).

O modelo fatorial (MF) postula que X é linearmente dependente de m < p
variaveis aleatérias ndo observaveis Fi, F», ..., F, chamadas fatores
comuns, e p fontes de variagdo adicionais ¢1, ez, . . . , €, chamadas erros ou,
algumas vezes, fatores especificos.

Xjfuj: j1F1 +€j2F2+---+€ijm+€j, para j:1,2,...,p,

ou, em notagado matricial,

~—~"
px1 pxm mx1 px1
em que
T s .
e = [e1 e - g (vetor aleatorio),

[
= [ F -~ Fa]' (vetor aleatério),
L = [€1 b - fm] e
by = [ Lok Zpk]—r, k:1,27...,m.



Os coeficientes ¢ sdo chamados cargas da j-ésima variavel sobre o
k-ésimo fator (j =1,2,...,pek=1,2,...,m).

O fator especifico ¢; esta associado a j-ésima variavel (X;).

Os p desvios X; — 1 s@o expressos em funcéo de p + m quantidades
aleatérias: F1,F2,...,Fmnee1,ez,...,2p, NGO Observaveis.

Isto distingue o0 modelo AF do modelo de regressao linear maltipla
multivariado no qual as variaveis explicativas sdo observaveis.

Com tantas quantidades ndo observaveis, uma verificagdo do modelo fatorial
a partir das observagées sobre Xi, Xz, ..., X, € desanimadora.

Porém, com algumas suposicoes adicionais sobre os vetores aleatérios F e
€, 0 modelo AF implicara em certas relagdes de covariancias que podem ser
verificadas.



Suposigdes adicionais:
1. E(F)=0e Var(F) =E(FF") = In;
2. E(e) =0e Var(e) = E(ee") = W = diag{v1, ¥2, ..., ¥p}; €
3. F e e sdo independentes tal que Cov(F, &) = Omxp.

Com estas suposigées 0 modelo apresentado é chamado modelo fatorial
ortogonal (MFO).

O MFO implica a seguinte estrutura de covariancias para X:

(X —p)(X—p)" (LF +€)(LF +¢)"

LFFTLT + LFe" +eF LT +ec'.

tal que
¥ = Var(X)=E ((X — ) (X — u)T)

LE(FF')L" + LE(Fe") +E(eF")L" +E(ee")
LL" +w.



Também, é facil verificar que,
Cov(X,F) =E ((x - p)FT> ~L

Logo, 0 MFO implicaem £ = LLT 4+ W e Cov(X, F) = L tal que
li .
Cov(X, fx) = fx e Cor(X;, fx) = —2—,j=1,2,...,pek=1,2,....m.
(%) =t e Cor(X; ) = =
O modelo X — pu = LF + € é linear nos fatores comuns. Se as p respostas

sdo, de fato, relacionadas aos fatores subjacentes, mas a relagéo nao é
linear, tal como

X1 —p1 =LliFiFs4¢e1, , Xo—po =l2F2F3+ €3, efc,
entdo a estrutura de covariancias dada por LL™ 4+ W pode néo ser adequada.

A suposicao de linearidade é fundamental na formulagdo do modelo fatorial
usual.



® A porgao da variancia da j-ésima variavel contribuida pelos m fatores é
chamada j-ésima comunalidade.

® A porgéo da variancia devida ao fator especifico ¢; € chamada variancia
especifica.
Denotaremos a j-ésima comunalidade por h,z e a variancia especifica por ;.
Assim,

I

o —GA GG+
Var(X;) comunalidade var. especifica
2 m- 2 2
n=> bk e a=h"+u.

A j-ésima comunalidade é a soma dos quadrados das cargas da j-ésima
variavel sobre os m fatores, j =1,2,...,p.



Exemplo
Aqui, faremos uma verificagdo da relagdo £ = LL" + W para m = 2.

19 30 2 12 4 1 2 0

s _ |30 57 5 23/ |7 2{4 7 -1 1]+o 4
= |2 5 3 471 |-1 6[|1 2 6 8 0 0
12 23 47 68 18 00

ou, equivalentemente, ¥ = LLT + W com

LT—[“ 7 -1 1

P 6 8} e WV =diag(2,4,1,3).

Variavel | Comunalidade Var. especifica | Variancia
Xi 16+1=17 2 19
Xz 49+4=53 4 57
X3 1+36=37 1 38
X, 1+64=65 3 68

Ver arquivo exemplo_19.r

o —+00
w o oo



O MFO assume que os p(p + 1)/2 elementos distintos da matriz de
covariancias de X, X, podem ser representados pelas pm cargas das p
variaveis sobre os m fatores e as p variancias especificas.

Por exemplo, se p = 10 e m = 2 o MFO simplifica a estrutura de
covariancias com 55 parametros desconhecidos para a estimagao de 30.

Se m = p, qualquer matriz de covariancias ¥ pode ser decomposta em LLT,
assim W pode ser a matriz nula.

Porém, é quando m é pequeno relativamente a p que a AF tera utilidade.

Neste caso, o MFO fornece uma explicagdo simples das covariancias de X
com menos parametros dos que os p(p+ 1)/2 em X.



Mas, muitas das matrizes £ n&o podem ser decompostas na forma LLT + W
quando m é bem menor do que p.

Exemplo

109 07
0.7 0.4 1|

Suponhap=3, m=1eX= [0,9 1 0,4

Usando o MFO a estrutura impostaparaX é L LT +Wou
3x1

Gy =1 l11€21 = 0,9
€§1+¢2:1 l11l31 = 0,7
Gy + by =1 lorlsy = 0,4

Resolvendo o sistema encontramos uma solugéo Unica, porém inconsistente
com as interpretagbes estatisticas dadas aos parametros. Por exemplo,
conclui-se que Cov(Xi, f;) = Cor(Xi, i) = 11 = +1,255!l1
Observe que Var(X;) =1 e Var(F) = 1.

Ver arquivo exemplo_20.r



Além disso, também obtem-se 1y = —0, 575!

Assim, para este exemplo, com m = 1 é possivel obter uma solugao
numérica Gnica para a equacédo X = LL" + W. No entanto, a solugdo ndo é
apropriada.

Quando m > 1, ha sempre uma ambiguidade inerente associada ao modelo
fatorial. Para ver isto, seja Q uma matriz ortogonal m x m tal que
Q'Q=QQ" = In. Entao,

X—p=LF+e=LAQ'F+ec=LF" +e¢.
comL*=LQeF*=Q'F.

ComoE(F)=Q'E(F)=0eVar(F")=Q"Var(F)Q=Q"1,Q = I, ¢
impossivel, com base nas observagoes sobre X, distinguir as cargas em L
das cargas em L*. Isto é, os fatores F e F*, tém as mesmas propriedades
estatisticas e, apesar das cargas em L* serem, em geral, diferentes das
cargas em L, ambas geram a mesma matriz de covariancias X.

oLl +w=(LQ)LA)" +w=[L][L] +w.



Esta ambiguidade fornece a justificativa para o uso da “rota¢édo de fatores”,
pois as transformagdes lineares correspondentes a matrizes ortogonais
correspondem a rotagdes (e reflexdes) no sistema de coordenadas X.

A analise do MFO prossegue se impondo condigdes que permitem estimar
univocamente Le W.

A matriz de cargas L é, entéo, rotacionada (pré-multiplicada por uma matriz
ortogonal). A rotagdo é determinada por algum critério de facilitagédo da
interpretacao dos fatores.

Obtidas as cargas e as variancias especificas, os fatores séo identificados, e
valores estimados para os fatores em si, chamados escores dos fatores,
sao calculados.



Métodos de estimacéao

Dadas as observagbes x1, X2, . . ., X, p-variadas, a AF busca responder a
seguinte questao.

O MFO, com um numero pequeno de fatores, representa adequadamente os
dados?

Em esséncia, lidamos com esse problema tentando verificar a estrutura de
covariancias dos dados.

S é um estimador de X. Se os elementos fora da diagonal de S sao
pequenos (fora da diagonal de R estdo proximos de 0), as variaveis sao nao
correlacionadas e uma AF n&o serd util.

Nestas circunstancias, os fatores especificos representardo o papel
principal, enquanto que o objetivo central da AF é determinar uns poucos
fatores comuns importantes.

Se X parece se desviar de uma matriz diagonal, entdo um MFO pode ser
investigado, e o problema inicial sera estimar as cargas ¢/ e as variancias
especificas ¢;, j =1,2,...,pek=1,2,...,m.



Consideraremos dois métodos de estimagao de parametros: o0 método dos
componentes principais e o método da maxima verossimilhanca.

A solugado de cada método pode ser rotacionada de forma a facilitar a
interpretagdo dos fatores comuns.

€ sempre prudente tentar mais de um método de solugéo, se o MFO é
adequado para o problema em maos, as solugdes deveriam ser consistentes
umas com as outras.

Os métodos de estimagao e rotagao requerem calculos iterativos. Varios
programas estatisticos dispéem de rotinas com esse fim. No R esta
disponivel a fungéo factanal.



Método das componentes principais

Considere a decomposicao espectralde T com Ay > X\ > --- > Xy > 0 tal
que X = Z}; )\,v,-va e observe que podemos escrever ¥ = BB com

B=[VAvi VRve o \Avs).

Isto ajusta a estrutura de covariancias prescrita para o MFO quando m=p e
¥ = 0Vj. As cargas da j-ésima coluna sao dadas por /\;v;.

T=LL" + =BB".
=0

Exceto pelo fator de escala \@ as cargas do j-ésimo fator para as p
variaveis sdo os coeficientes do j-ésimo componente principal da populagéo.

Apesar da representagéo aqui considerada ser exata, ela ndo é
particularmente Util, pois usa tantos fatores quantas séo as variaveis e nao
permite qualquer variagao nos fatores especificos dados por e.



E desejavel, no entanto, modelos que expliquem a estrutura de covariancias
em fungdo de apenas uns poucos fatores comuns.

Uma abordagem possivel é, quando os Ultimos p — m autovalores sdo bem
pequenos, desprezar a contribuicdo de A; V,'VJT, j=m+1,m+2,... ppara
3.

Desprezando esta contribui¢cdo, obtemos

L=1[t £ - Lo]=[VNVvi VAV2 - VAnVn.

Esta aproximagéo assume que os fatores especificos € sdo de menor
importancia e também podem ser ignorados na decomposi¢éo da matriz X.

Se os fatores especificos estdo incluidos no modelo, suas variancias podem
ser tomadas como os elementos da diagonal da matriz

T LL".



Incluindo os fatores especificos, temos que

Y ~ LLT+w

vV )\1 Vr
vV Ag V2T )
= [v)\1V1 VeVe - v)\me] : + diag(v1, 2, . .., Yp)
VAV
m
2 .

em que 1 = oj — Zk:1£jk, paraj=1,2,...,p.

Na aplicagéo desta abordagem aos dados x1, X2, ..., X, observados é usual

primeiro centrar as observagées trabalhando com x; — x,i=1,2,...,n.

Observe que a matriz de covariancias amostral S nao se altera com esta
transformacao de localizagao.

Nos casos em gque as unidades das variaveis sdo ndo comensuraveis é
desejavel trabalhar com as variaveis padronizadas decompondo, entéo, a
matriz de correlagdes.



A padronizacéo evita o problema de se ter uma variavel com variancia
grande influenciando indevidamente a determinac¢éo das cargas sobre 0s
fatores.

O uso da aproximagéo sugerida por £ ~ LLT + W acima é conhecido como
solugéo via componentes principais (CP).

A AF via CP de S é obtida em fung&o da decomposigéo espectral da matriz
de covariancias amostral S. Sejam (/\,, V,) os pares de autovalores e
autovetores de S com Ay > Xp > )\p 0.

Seja m < p o numero de fatores comuns. Entéo,

L = [\/iﬁ \/Xz% :\\mﬁm] e

diag(’lz;h'l?}\& e 71ZP)7

<
|

- m . 7 o . . .
em que ¢; = Sj — Zk:ﬁ“ isto €, W matriz diagonal cujos elementos

. L . . . ST
diagonais sdo os elementos diagonais da matriz S — LL .



Comunalidades: /2 = 37, 72.

Observacoes:

1. A solugédo da AF via CP com base na matriz de correlagdes amostral R
€ obtida da mesma forma. Neste caso, denotaremos os autovalores por
J; e os autovetores por w;, paraj=1,2,...,p.

2. Na AF via CP as cargas dos fatores nao se alteram se aumentarmos o
namero de fatores.

Pela definicao dos 1@ os elementos da diagonal de S sao iguais aos
~~T ~
elementos da diagonal de LL + W. Porém, os elementos fora da diagonal
~~T ~
de S nao serdo, em geral, reproduzidos por LL  + W.

Como, entao, selecionar m?

Se m nao é determinado a priori por consideracgoes tais como teéricas, sua
escolha pode ser baseada sobre 0s autovalores estimados, da mesma forma
que em ACP.



Considere a matriz residual dada por S — LL — W, cujos elementos da
diagonal s@o nulos. Se os outros elementos também forem préximos de
zero, podemos, subjetivamente, considerar o MFO a m fatores apropriado.

Analiticamente temos:

Soma dos quadrados das entradas de
T ~ ~. ~ ~.

S—LL — W< +Mot -+ 25

Consequentemente, um valor pequeno da soma dos quadrados dos
autovalores estimados desprezados implica em um valor pequeno da soma
de quadrados dos erros de aproximagao.

Idealmente, as contribuicdes dos primeiros poucos fatores as variancias
amostrais das variaveis deve ser grande.



A contribuicdo para s; do primeiro fator é Zﬁ A contribui¢do total para a
variancia amostral total tr(S) = Zp ,Si do primeiro fator comum é
/:

-
Zé 1l7f1 = (\/X1?1> (\/31?1) = A1, pois V1 tem norma 1.
]:

Resumindo, a proporgéo da variagdo amostral total devida ao k-ésimo fator
(k=1,2,...,m) é dada por

se AFvia S

se AFvia R.

Este critério costuma ser usado como um esquema heuristico para
determinar o numero de fatores comuns apropriado.

Note que Xk = \/ Vi Vi\/ Ak = &4 € = Z/iﬁk (soma de quadrados da
k-ésima coluna de L - correspondente ao k-ésimo fator fx).



O numero de fatores comuns retido no modelo é crescente até que uma
proporgédo adequada da variagdo amostral total tenha sido explicada.

Outra convengédo muito usada nos pacotes estatisticos é fazer migual ao
numero de autovalores maiores do que 1, se estamos com os dados
padronizados ou igual ao nimero de autovalores positivos (“bem maiores
que zero”) de S, se estamos trabalhando com os dados originais.

Essas “regras do polegar” ndo devem ser aplicadas indiscriminadamente.
Por exemplo, m = p, se a regra para S for obedecida, ja que esperamos que
todos os autovalores de S sejam positivos para tamanhos amostrais grandes.

A melhor abordagem é reter poucos em vez de muitos fatores, assumindo
que eles fornecem uma interpretagao satisfatoria dos dados e produzem um
ajuste adequado para S ou R.



Exemplo

Em um estudo sobre a preferéncias de consumo, uma amostra de
consumidores foi solicitada a classificar varios atributos de um novo produto.
As respostas, em uma escala diferencial semantica de 1 a 7 pontos, foram
tabuladas e a matriz de correlagdes dos atributos foi calculada. Os atributos
classificados foram sabor (X1), preco (Xz), aroma (X3), “bom para lanche”
(X4) e “fornece muita energia” (Xs).

—_

0,02 0,96 0,42 0,01

0,02 1 0,13 0,71 0,85
R=10,96 0,13 1 0,50 0,11
0,42 0,71 0,50 1 0,79
0,01 0,85 0,11 0,79 1

A partir das entradas de R, verificamos que as variaveis 1 e 3 (gosto e

aroma) e as variaveis 2 e 5 ( prego e energia) formam grupos. A variavel 4

(bom para lanche) esta mais proxima do grupo (2,5) do que grupo (1,3).
Ver arquivo exemplo_21.r



Dados estes resultados e o pequeno niumero de variaveis, podemos esperar
que as relagdes lineares aparentes entre as variaveis podem ser explicadas
em funcdo de, no maximo, 2 ou 3 fatores comuns.

Calculando a decomposigéo espectral de R obtemos 5y ~ 2,853 e
d2 ~ 1,806 tal que ambos explicam cerca 93,2% da variagdo amostral total.
Logo, a escolha m = 2 parece apropriada.

Na tabela a seguir sdo apresentadas as estimativas das cargas dos fatores
sobre as cinco variaveis, das comunalidades e das variancias.

Variavel £ £ h? W
Z, | -0,560 0,816 0,979 0,021
Z | -0,777 -0,524 0,879 0,121
Z; | -0,645 0,748 0,976 0,024
Z, | -0,939 -0,105 0,893 0,107
Zs | -0,798 -0,543 0,932 0,068

Lembre-se que Zk = gkwk = Zik = Z:Zk, k=1,2.



1,000 0,007 0,972 0,440 0,004
-~ |0,007 1,000 0,110 0,785 0,905
I[L +W=10972 0,110 1,000 0,528 0,109
0,440 0,785 0,528 1,000 0,807
0,004 0,905 0,109 0,807 1,000

reproduz R adequadamente. A matriz residual correspondente a solugéo
m=2é:

0,000 0,013 —0,012 —0,020 0,006
I 0,013 0,000 0,020 -0,075 —0,055
R-LL —Ww=|-0012 0,020 0,000 —0,028 0,001
-0,020 —0,075 -0,028 0,000 —0,017

0,006 —0,055 0,001 —0,017 0,000

As comunalidades indicam que os dois fatores levam em conta a maior parte
da variagédo de cada variavel.

Interpretacao: Uma rotagéo dos fatores frequentemente revela uma
estrutura simples e auxilia na interpretagéo dos fatores. Voltaremos a este
exemplo depois de tratarmos este tema.



Exemplo

Considere novamente os dados sobre pregos de p = 5 agbes durante 103
semanas consecutivas. Realizamos uma ACP sobre estes dados
padronizados e verificamos que os dois primeiros componentes
correspondiam a cerca de 77% da variagao total. Fazendo m=1e m =2,
podemos facilmente obter a solugdo do MFO via CP.

Especificamente, as cargas dos fatores estimadas sdo os coeficientes dos
componentes principais (autovetores de R), corrigidas pela raiz quadrada
dos correspondentes autovalores.

A tabela a seguir apresenta as estimativas das cargas dos fatores, das
comunalidades, das variancias especificas e a proporgéo total da variagdo
explicada por cada fator para as solugdes do modelo MFOcom m=1e
m=2.

Ver arquivo exemplo_22.r



Variavel m=1 m=2
£ P £ £> P
JP -0,732 0,464 | -0,732 0,437 0,273
Citi -0,831 0,309 | -0,831 0,280 0,230
Fargo -0,726 0,473 | -0,726 0,374 0,333
Royal -0,605 0,634 | -0,605 -0,694 0,153
Exxonl -0,563 0,683 | -0,563 -0,719 0,166
Prop. Acum. | 0,487 0,487 0,769
A matriz residual correspondente a solugdo m = 2 é:
0,000 -0,099 -0,185 —-0,025 0,056
PO —0,099 0,000 -0,134 0,014 -0,054
R—LL —wv=|-0,185 -0,134 0,000 0,003 0,006
—0,025 0,014 0,003 0,000 -0,156
0,056 -0,054 0,006 -0,156 0,000

A proporgao da variagao total explicada por dois fatores é bem maior do que
a explicada quando se considera o modelo a um fator. No entanto, o modelo
a dois fatores parece produzir correlagdes amostrais maiores. Este é

particularmente o caso de ry3.



Parece bastante claro que o primeiro fator representa as condi¢oes
econdmicas gerais e pode ser chamado de fator de mercado. Todas as
cargas das agdes sao altas sobre este fator, e as cargas sédo praticamente
iguais.

O segundo fator contrasta as agdes do setor bancario com as agoes de
petréleo. Assim, este fator parece diferenciar agées em diferentes ramos de
atividade e pode ser chamado de fator de atividade.

Resumindo, as taxas de retorno parecem ser determinadas pelas condigdes
gerais de mercado e atividades que sao exclusivas para diferentes ramos de
atividade, bem como um fator residual especifico relacionado a cada
empresa.



Método da maxima verossimilhanga

F o N0, 1), €~Np(0,W) e X~ Np(, X).

L(p,X) = (2m) "2 g|-"?
X exp{—%tr():*1 [27:1()([_7)()([_7)1)}

1 BN - T
X exp{fétr (Z [n(xfu)(xfu) D}
= (2r) " Ne/2 g (=12
1 —1 n - AT
X exp {—Etr (Z [ZH (xi — X)(x; — X) D }
_ _ n,_ 1

x(2m) PPE T Pexp { S (X - wE (X - )}

que depende de L e W em fungdo de ¥ = LL" + W. Este modelo ainda néo

esta bem definido devido a multiplicidade de escolhas para L que séo
possiveis pelas transformagdes ortogonais da solugéo.



E desejavel tornar L bem definida se impondo uma condigdo de unicidade
que seja computacionalmente conveniente:

L"WwL=A com A uma matrizdiagonal.

As estimativas de maxima verossimilhanga de L e W dadas por Le Wsio
obtidas por maximizagdo numérica. Os pacotes estatisticos em geral
dispdem de rotinas para calcular tais estimativas.



Proposicao

Seja X1, X2, ..., X, uma amostra aleatéria de NV,(u, X), £ = LLT + W para
o MFO com m fatores comuns. Seja (L W) a estimativa de maxima
verossimilhanga de (L, W) sob a condigdo L' WL = A matriz diagonal.
Entéo, a estimativa de maxima verossimilhanga das comunalidades séo
dadas por (soma de quadrados da j-ésima linha de L)

W=F 4G+ -+, para j=1,2....p.
Assim, a proporg¢ao da variagao total devida ao k-ésimo fator é dada por

N BB Db
_ L B .
WS (S~ wsS) k=1,2,...,m (Invariancia do EMV).




Se usarmos as variaveis padronizadas Z = V~'/2(X — p), temos
R = V71/22V71/2
V71/2(LLT + ‘U)V71/2
_ (V—1/2L)(V—1/2L)T + v—1/2‘uv—1/2
= Lzl.—zr + W

Dado Iz e Wz via R, obtemos

L = V"L,
o= V6,
bk = lzj\/oxK
U= dz,5

comg;o0EMVdeo;,j=1,2,...,pek=1,2,...,m.

Logo, na analise fatorial via método da maxima verossimilhanga ha
equivaléncia entre decompor S ou R. O mesmo nao se aplica a andlise
fatorial via componentes principais.



Exemplo

Para os dados do mercado de agdes, obteremos a solugdo do MFO via
maxima verossimilhanca.

Variavel m=1 m=2
£1 ’9/1 £1 £2 1/)

JP 0,715 0,488 | 0,121 0,754 0,417
Citi 0,875 0,234 | 0,328 0,786 0,275
Fargo 0,663 0,560 | 0,188 0,650 0,542
Royal 0,346 0,880 | 0,997 -0,007 0,005
Exxonl 0,279 0,922 | 0,685 0,026 0,530
Prop. Acum. | 0,383 0,324 0,646

Ver arquivo exemplo_23.r



A matriz residual correspondente a solugdo m = 2 é:

0,00000011
0,00000750
-0,00256422
-0,00033256
0,05198222

0,00000750
0,00000003
0,00160887
0,00021162
-0,03307885

R-LL —w=
-0,00256422
0,00160887
0,00000005

-0,00000952
0,00055472

-0,00033256
0,00021162
-0,00000952
-0,00000156
0,00012189

0,05198222
-0,03307885
0,00055472
0,00012189
0,00000027



Os elementos da matriz residual via maxima verossimilhanga sao bem
menores do que os obtidos via método de componentes principais.

Portanto, a abordagem da maxima verossimilhanga é mais apropriada.

A porcentagem da variagdo acumulada explicada pelos fatores é maior para
os fatores via componentes principais do que para os fatores via maxima
verossimilhanga. Isto ndo é uma surpresa, pois 0 método componentes
principais justamente tem como critério escolher o fator com maior propor¢ao
da variagao total. As cargas obtidas via componentes principais estéo
relacionadas aos componentes principais que tém, por planejamento, uma
propriedade de otimizagdo da variancia.



Verificando a solugédo via maxima verossimilhanga, observamos que todas
as cargas do fator 1 séo positivas. Chamamos este fator de fator de
mercado. A interpretacdo do segundo fator ndo é tao clara quanto a
interpretagdo sugerida na solugéo via componentes principais. As agdes dos
bancos tém cargas grandes e positivas, enquanto que as agdes de petréleo
tém cargas despreziveis.

A partir desta perspectiva, o segundo fator diferencia as agbes de bancos
das agOes de petréleo e pode ser chamado fator de ramo de atividade.
Alternativamente, o segundo fator pode ser simplesmente chamado “fator de
banco”.

Os padroes das cargas iniciais dos fatores para a solugdo de maxima

- - . - - T e
verossimilhanga estao restritos pela condigéo de unicidade (L WL é
diagonal). Portanto, padrées Uteis ndo serdo revelados, em geral, até que os
fatores sejam rotacionados.



Teste para o nimero de fatores comuns para grandes amostras

A suposigcéo de normalidade leva diretamente a um teste da adequagéo do
modelo a m fatores.

Suponha que m fatores comuns foram considerados no ajuste.

Neste caso X = LLT + W. Assim, testar a adequacao de m fatores é
equivalente a testar

Ho: ©=_L L™+ W
~—~ N~
pxm matriz diagonal
Hy: X é qualquer outra matriz positiva definida.

Quando X ndo tem forma especial, o valor maximo da fungédo de
verossimilhanga é atingido quando

n—1
n

n=Xx e }E:Sn:

S,

em que
/2 oyp { TP
L, E) o< |Sa] 2 exp { -2}



Sob Hp, 0 valor maximo da fungéo de verossimilhancga é atingido quando
=X e T—LL +V,
em que
~—~ ~ e ~1—1
L(k E) = L(u, L) o [LLT + 0|2 exp {‘g” ([“T v S”) } '

Segue, apds diversas simplificagbes que

~~T ~
—2InA =nin ILL +w] com w
|Sn| 2 )

graus de liberdade.

Note que sob Hp,

~ ~—~ ~ S ~7—1
Z:Sn:LLT+lIJ:>tr([LLT+lIJ} sn) =tr(lp) = p.



Bartlett sugeriu a seguinte correcao

~~T ~
(n—1—(2p+4m+5)/6)In <LL|3+|W|> 232,

(p—m)P-p-—m

5 para ne n— p grandes.

emque v =
Como v > 0, segue que m < %(Zp +1—4/8p+ 1) de modo a poder aplicar
este teste.

Observe que na implementagao deste teste para verificar se m é adequado
para o numerro de fatores comuns, estamos comparando as variancias

. T~ . ) .
generalizadas |[LL + W| e |S,|. Se n é grande e m é relativamente pequeno
comparado a p, Hy sera comumente rejeitada, levando a retencdo de mais

e 5T = .

fatores comuns. Porém, X = LL + W pode ser bem parecida com S, tal
que adicionar mais fatores ndo fornecera ganhos, mesmo que os novos
fatores sejam “significantes”. Algum julgamento deve ser exercido na escolha
de m (por exemplo a propor¢do acumulada da variabilidade total).



Exemplo (continuacéo)
Para os dados do mercado de agdes, faremos o teste de adequagéo de
m = 2 da solugao do MFO via maxima verossimilhanca.

Primeiro, note para n = 103 e p = 5 devemos ter m menor que

%(2p+ 1—+/8p+1)=2,298.
Logo, podemos testar a adequagédo param=1e m= 2.

Para m = 1, a estatistica de qui-quadrado é 62,22 com 5 grau de liberdade.
O valor p é 1072, Logo, rejeitamos Hp.

Para m = 2, a estatistica de qui-quadrado é 2,00 com 1 grau de liberdade. O
valor p é 0,16. Logo, nao rejeitamos Hp.

Nota: os resultados apresentados acima diferem pouca coisa dos
resultados obtidos via funcao factanal do R. Isto se deve aos calculos
numéricos e suas possiveis aproximacoes.



Rotacao de fatores

Vimos que todas as cargas sao obtidas das cargas iniciais por uma
transformagéao ortogonal com a mesma habilidade em reproduzir a matriz de
covariancias (correlagoes).

Da éalgebra matricial, sabemos que uma transformagéo ortogonal
corresponde a uma rotagao (ou reflexao) dos eixos coordenados em relagéo
a origem. Por esta razéo, a técnica de realizar uma transformagéo ortogonal
das cargas para obter as cargas rotacionadas é chamada rotacao de
fatores.

Se szm é a matriz das cargas estimadas, entédo L= ZQ, com
QQ" = Q" Q = I, ¢ uma matriz de cargas rotacionadas.

Além disso, a matriz de covariancias (correlagdes) estimada se mantém
inalterada, pois

IL"+v=La@'L +w=LT"+w



A matriz residual também nao se altera, pois

*

S, —LL -w=5,-LL" -w

e as estimativas das comunalidades e variancias especificas também néo se
alteram.

Do ponto de vista matematico, tanto faz usar L como usar L.

Como as cargas das variaveis sobre os fatores comuns podem néo ser
facilmente interpretaveis, € usual rotaciona-las até que uma “estrutura mais
simples” seja alcangada.

O ideal seria poder obter um padréo de cargas tais que a carga de cada
variavel seja bem grande em um unico fator e tenha valores pequenos a
moderados nos demais fatores.

Nem sempre sera possivel obter tal “estrutura simples”.

Concentraremo-nos em métodos graficos e analiticos para determinar a
rotagéo ortogonal visando uma estrutura mais simples das cargas.



Quando m = 2 ou os fatores comuns s&o considerados 2 de cada vez, uma
transformagao para uma estrutura simples pode ser determinada
graficamente.

Fatores comuns nao correlacionados sdo olhados como vetores unitarios no
sistema de eixos coordenados ortogonais representando as variaveis
originais.

Um gréfico de dispersao dos pares de cargas dos fatores produz p pontos,
( 1, 42), j=1,2,...,p, corrrespondentes a cada variavel.

Os eixos coordenados podem ser visualmente rotacionados por um angulo ¢
e as novas cargas rotacionadas / jq, j=12,....,p,9=1,2,sa80

determinadas pelas relagbes ( = LQ)

Q - { cos¢ seng

_seng COSA sentido horario

Q - {cosd) —seng¢

sen cos QJ sentido anti-horario.



Estas relagbes raramente sdo implementadas nas analises graficas visuais a
duas dimensdes.

Nesta situagéo, conglomerados de variaveis sdo frequentemente percebidos
no diagrama de dispersao das cargas e estes conglomerados nos permitem
identificar os fatores comuns sem precisar calcular o angulo ¢ da rotacéo.

Por outro lado, para m > 2, orienta¢cdes ndo sdo facilmente visualizadas, e
as magnitudes das cargas rotacionadas devem ser investigadas para
encontrar uma interpretagdo com algum significado dos dados originais. A
escolha de uma matriz ortogonal Q que satisfaz uma certa medida analitica
de estrutura simples sera brevemente considerada.



O critério varimax € uma medida analitica para a rotagéo de fatores.

*
v

. ik - . - .
Defina £j = EL como os coeficientes rotacionados corrigidos pelo inverso
/]
da raiz quadrada das comunalidades estimadas.

O procedimento varimax, também conhecido como varimax normal,
seleciona a transformacéo ortogonal Q que maximiza

o) = DS IS (S0 )R] eom = [ B ).

Os coeficientes rotacionados ka tém o efeito de dar as variaveis com
comunalidades relativamente pequenas mais peso na determinacgao da
estrutura simples.

Depois de determinar Q, as cargas Zj*k sao multiplicadas por 71,- tal que as
comunalidades estimadas sejam preservadas, isto €, (j, = Z,-*khj.

. ~ . ¥ * 3 3 .
Uma interpretagao simples para n(L ) € que ela é proporcional a soma das
variancias dos quadrados das cargas corrigidas pelo inverso da raiz
quadrada das comunalidades para o k-ésimo fator.



Efetivamente, maximizar n(i*) corresponde a espalhar os quadrados das
cargas sobre cada fator tanto quanto for possivel. Portanto, espera-se
encontrar grupos de variaveis com cargas grandes e grupos com cargas
pequenas para cada fator apos a rotagao.

Algoritmos computacionais para a maximizagao de n(i*) costumam estar
disponiveis. No R podemos utilizar a fungdo ou o argumento varimax.
Exemplo (continuacao)

Rotagdo das cargas para os dados sobre preferéncia dos consumidores.

As cargas originais foram obtidas pelo método de componentes principais.

Variavel £4 £
Z; | -0,560 0,816
Z | -0,777 -0,524
Zs | -0,645 0,748
Z, | -0,939 -0,105
Zs | -0,798 -0,543

Ver arquivo exemplo_24.r



Apds inspegao visual é facil identificar novos eixos ortogonais que produzem
uma estrutura simples.

@« .
[S)

02 04 06
I I

0,0

w4

-0,2

-0,4
I

-0,6
L

Figura 10: Rotacgéo de fatores via varimax.



Variavel 2 A 0 A
Z: | -0,560 0,816 -0,021 0,989
Z | -0,777 -0,524 -0,937 -0,013
Z | -0,645 0,748 -0,130 0,979
Z | -0,939 -0,105 -0,843 0,427
Zs | -0,798 -0,543 -0,965 -0,017

E claro que as variaveis 2, 4 e 5 definem o fator 1 (cargas altas neste fator e
despreziveis no fator 2), enquanto que as variaveis 1 e 3 definem o fator 2.
Podemos chamar o fator 1 de fator nutricional e o fator 2 de fator de
paladar.

A matriz de rotagédo varimax &

~ 10,837 —0,548

Q= 0,548 0,837] "



Exemplo (continuacao)

Rotagéo varimax - mercado de agdes - para obter as cargas rotacionadas
dos fatores obtidos via método de maxima verossimilhanga.

~% ~%

£4 £> £y 2
JP 0,121 0,754 | 0,763 0,029
Citi 0,328 0,786 | 0,819 0,232

Fargo | 0,188 0,650 | 0,668 0,108

Royal | 0,997 -0,007 | 0,113 0,991

Exxon | 0,685 0,026 | 0,108 0,677

As cargas rotacionadas indicam que as ag¢des de bancos apresentam cargas
altas no fator 1, enquanto que as agdes de petréleo apresentam cargas altas
no fator 2.

Os dois fatores rotacionados diferenciam os ramos de atividade. Fica dificil
rotular estes fatores de forma inteligente. O fator 1 representa aquelas forgas
econdmicas Unicas que acarretam na movimento comum das agées dos
bancos. O fator 2 parece representar condicdes econémicas que afetam
acoes de petroleo.

Ver arquivo exemplo_25.r



Como ja foi observado, um fator geral (isto €, um fator para o qual todas as
varidveis apresentam cargas altas) tende a ser “destruido” ap6s a rotacao.
Por esta razéo, em casos nos quais um fator geral é evidente, uma rotagao
ortogonal é algumas vezes realizada, mantendo o fator geral fixado.

Existem outros métodos de rotagao ortogonal.

® Método quartimax: minimiza o nimero de fatores necessarios para
explicar uma variavel.

* Método equimax: € um compromisso entre os métodos varimax e
quartimax.

O método varimax é o mais popular.



Rotagdes obliquas

Rotagbes ortogonais sdo apropriadas para um modelo fatorial no qual os
fatores comuns séo supostos ser independentes. Muitas investigacdes
sociais também consideram rotagées obliquas dos fatores.

Se olhamos os m fatores comuns como eixos coordenados, o ponto com as
m coordenadas (¢j1, 42, . . ., £jm) representa a posi¢ao da j-ésima variavel no
espaco dos fatores. Supondo que as variaveis estdo agrupadas em
conclomerados disjuntos, uma rotagao ortogonal para uma estrutura simples
corresponde a uma rotagao rigida dos eixos coordenados tal que os eixos,
apos a rotagdo, passam tao perto quanto possivel destes conglomerados.

Uma rotagao obliqua para uma estrutura simples corresponde a uma rotacéo
nao rigida do sistema de coordenadas tal que os eixos rotacionados (ndo
mais ortogonais) passam (quase) pelos conglomerados. Uma rotagao
obliqua busca expressar cada variavel em fungdo de um nimero minimo de
fatores, preferencialmente um anico fator.

Para rotagdes obliquas, 0 método mais popular é o promax que tem a
vantagem de ser rapido e conceitualmente simples. O método busca ajustar
uma matriz alvo que tenha uma estrutura simples.



Escores dos fatores

Na analise fatorial, o interesse estd comumente centrado nos parametros do
modelo fatorial. Porém, os valores estimados dos fatores comuns, chamados
escores dos fatores, podem também ser necessarios para as analises.

Estas quantidades sdo em geral usadas para propésitos de diagnédsticos,
bem como entradas para analises subsequentes. Os escores dos fatores
nao séo estimativas de parametros desconhecidos no sentido usual da
estimacao.

Ao contrario, eles sdo “estimativas” dos valores para os vetores fatoriais
aleatérios ndo observaveis F;, i = 1,2,...,m. Isto é, os escores F; sdo as
estimativas dos valores de f; atingidos por F;, i=1,2,...,n.

Este problema de estimagéo é complicado, pois as quantidades nédo
observaveis F; e ; superam em nimero as observagdes x;, i =1,2,...,n.



Para lidar esta dificuldade, algumas abordagens, um tanto heuristicas, mas
fundamentadas, para o problema de estimagéo dos valores dos fatores
foram desenvolvidas. Apresentaremos duas delas. Ambas tém dois
elementos em comum.

(1) tratam as estimativas das cargas dos fatores ¢ e das
variancias especificas 1); como se fossem os valores
verdadeiros.

(2) envolvem transformacgdes lineares dos dados originais,
centradas ou padronizadas. Comumente, as cargas
rotacionadas estimadas sdo usadas para calcular os escores
dos fatores. As formulas computacionais sao substituidas por
cargas nao rotacionadas e, portanto, nao iremos diferenciar
entre elas.



Método dos minimos quadrados ponderados

Modelo: X — p=LF +e.

A soma de quadrados dos erros ponderados pela reciproca de suas
variancias é dada por

2
S'(F) = Zf:”% =e'Wle=(x—p— LF)W '(x— p—LF)
Bartlett propds escolher as estimativas F de F que minimizam S?(F).

Escores dos fatores obtidos por MQP a partir das estimativas MV:

Fi=L o ') 'LV ' (x-p)=2A LW (x-p)

i=1,2,...,no0u, se a matriz de correlagdo é decomposta,
—1~T ~—1

- T ~—1~ ~
Fi=(LzV; Lz)” Lz“’z zi=0A7 LzV; z

i=1,2,...,ncomz; = V*‘/z(x,-—i)e’ﬁzzzl;—i-ﬁlz.



Observacoes:

1. Se cargas rotacionadas L" = L@ sao usadas no lugar das cargas
originais, os escores dos fatores correspondentes I-',-* serdo dados por
F/=Q"F,k=1,2,..n.

2. Se as cargas dos fatores sao estimadas via método dos componentes
principais, costuma-se gerar os escores dos fatores se usando um
procedimento de minimos quadrados ordinarios (ndo ponderados).
Implicitamente, isto equivale a assumir que as variancias especificas
sdo iguais ou aproximadamente iguais. Os escores dos fatores, sao,
entao,

F (L'D) 'L (x—%X) para E, e

F, = (i;iz)_1i;z,-, para R.

Ry
Il



Métodos de regressao

Suponha
(X — u|F) ~ Np(0,LL" +W) e F ~ Nn(0,1,) tal que

(X - H) ~ ./\/p+m(07 Z*) com

F
. LT +w L
e
Portanto,
E(FIx) = LT(LL" +W) '(x —p)
Var(F|x) = In—L"(LL" +W)7'L

As quantidades em LT (LL™ + W)~" correspondem aos coeficientes da
regressdo multivariada dos fatores sobre as varidveis. Estimativas destes

coeficientes produzem os escores.



Escores via método de regressao:

Fi = LS '(x,—x), i=1,2,....n ou

’N:,' Z-ZI—R71Z,', i=1,2,...,n.

Uma medida de concordancia dos escores gerados pelos dois métodos é
fornecida pelo coeficiente de correlagdo amostral entre os escores de um
mesmo fator.

Nao ha nenhuma indicagédo de que um dos métodos seja superior ao outro.

Na funcdo factanal do R esta disponivel o argumento
scores=c ("none", "regression", "Bartlett").



Exemplo (continuacao)

Estimar os escores dos dois fatores - mercado de agdes - pelos métodos de
Bartlett e da regresséo, usando o modelo ajustado por (maxima
verossimilhanga) para os dados sobre agdes e calcule as correlagdes entre

os escores de um mesmo fator.

A correlagdo estimada entre os fatores pelos dois métodos é
aproximadamente

Bartlet
Regressao Fi. F

Fi 1

F 0 1

Ver arquivo exemplo_26.r



Perspectivas e estratégias para a andlise fatorial

Ha muitas decisdes que devem ser tomadas em qualquer analise fatorial.
A mais importante é a escolha de m, o nimero de fatores comuns.

Apesar de um teste para a adequagao do modelo para um dado m estar
disponivel (sob grandes amostras), ele é adequado somente para dados
aproximadamente normais. Além disso, o teste provavelmente ira rejeitar o
modelo para m pequeno, se 0 numero de variaveis e observagoes for
grande. No entanto, esta é a situagcdo em andlise fatorial que fornecera uma
aproximagao util.

Na maioria das vezes, a escolha de m é baseada em uma combinacao de:
1. proporcao da variancia amostral explicada;
2. conhecimento da situagao especifica em questéo; e
3. “razoabilidade” dos resultados (por exemplo, interpretagdo dos fatores).



A escolha do método de solugéo e tipo de rotagdo € uma decisdo menos
crucial. De fato, as andlises fatoriais mais satisfatérias sdo aquelas nas quais
as rotagdes sédo experimentadas com mais do que um método e todos os
resultados substancialmente confirmam a mesma estrutura de fatores.

Nao existe uma estratégia Unica para a andlise fatorial.

Sugere-se a seguinte rotina.

1. Realize uma ACP. Este método é particularmente apropriado para um
primeiro olhar sobre os dados. (Nao é necessario que S ou R sejam
nao singulares.)

1.1 Procure por observagoes suspeitas construindo os graficos de dispersao
dos escores dos fatores. Também, calcule escores padronizados para cada
observagéao e distancias quadradas como foi descrito na secédo de
verificagdo de normalidade.

1.2 Tente uma rotagdo varimax.

2. Realize uma andlise fatorial via maxima verossimilhanga, incluindo uma
rotacao varimax.



3. Compare as solugdes obtidas das duas andlises fatoriais.
3.1 Os grupos de cargas sdo parecidos?
3.2 Construa o grafico de dispersao dos escores do fatores obtidos por
componentes principais versus os obtidos por maxima verossimilhanga.
4. Repita os trés primeiros passos para outros nimeros m de fatores
comuns. Fatores extras necessariamente contribuem na compreenséao e
interpretagéo dos dados?

5. Para grandes conjuntos de dados, divida-os ao meio e realize uma
andlise fatorial em cada metade. Compare os dois resultados entre si e
com o obtido a partir do conjunto completo de dados para verificar a
estabilidade da solugdo. (Os dados podem ser divididos se colocando a
primeira metade dos casos em um grupo e, a segunda, em outro. Isto
podera revelar mudangas ao longo do tempo, se os dados forem
temporais.)



A andlise fatorial tem um apelo intuitivo forte para as ciéncias sociais e
comportamentais. Nestas areas, é natural olhar dados multivariados sobre
processos animais, sociais, como manifestagdes de “tragos” ndo
observaveis.

A analise fatorial fornece um modo de explicar a variabilidade observada no
comportamento em funcao destes tragos.

Ainda, quando tudo é dito e feito, a analise fatorial permanece muito
subjetiva. Os exemplos trabalhados, em comum com a maior parte das
publicagdes, consistem de situa¢des nas quais o0 modelo fatorial ortogonal
fornece explicacdes razoaveis em fungao de uns poucos fatores
interpretaveis.

Na prética, a grande maioria das analises fatoriais ndo produzem tais
resultados claros.

O critério para julgar a qualidade de qualquer analise fatorial ndo foi bem
quantificado.



Exemplo (continuacao)

Dividir o conjunto de dados - mercado de agdes - em dois subconjuntos, o
primeiro contendo as 52 primeiras linhas e, o segundo, contendo as Ulimas

51 linhas. Rodar o modelo fatorial a dois fatores usando maxima
verossimilhanga e rotagdo varimax. Verificar a estabilidade da solugéo

encontrada.

Completo Parte 1 Parte 2

2 0> 2 0> 2 I
JP 0,763 0,029 | 0,799 -0,006 | 0,741 0,061
Citi 0,819 0,232 | 0,813 0,258 | 0,805 0,231
Fargo | 0,668 0,108 | 0,469 0,183 | 0,918 0,047
Royal | 0,113 0,991 | 0,119 0,990 | 0,110 0,991
Exxon | 0,108 0,677 | 0,180 0,687 | 0,081 0,684

Ver arquivo exemplo_27.r



Discriminacao e classificacéo

Técnicas multivariadas que dizem respeito a “separagéo” de conjuntos
distintos de objetos (ou observagdes) e a alocagao de novos objetos
(observagodes) a grupos previamente definidos.

Podemos enumerar os principais objetivos como:

Discriminagao: Descrever grafica e algebricamente os aspectos que
diferenciam os grupos de objetos (observagdes). Determinar
“discriminantes” entre grupos.

Classificag@o: Alocar objetos em classes previamente definidas. A énfase
aqui esta na construgao de uma regra que pode ser usada

para designar de forma 6tima um novo objeto as classes
existentes.



Exemplo

Suponha que se dispde de uma amostra de n fichas de pacientes para os
quais foram registrados p sintomas que podem ser representados por um
vetor x e cujo diagnostico foi uma entre k doengas possiveis. Um novo
paciente apresenta vetor de sintomas xo,. Como utilizar a informacgéo
amostral para diagnosticar a doenca do novo paciente?

Uma fungéo que separa objetos pode servir algumas vezes como
“alocadora” e, reciprocamente, uma regra que aloca objetos pode sugerir um
procedimento de discriminacao.

Na prética, os dois principais objetivos se sobrepdem e a distingao entre
separagao e alocagao fica obscurecida.



Separacao e classificagao para o caso de duas populagdes

Sejam 71 e w2 as duas populagdes.

Os objetos sé@o separados ou classificados com base em p medidas
X = (X1, X2,...,X,)". Os valores observados x diferem de alguma forma de
uma populagéo para outra.

Se x vem da populagdo w1 dizemos que a distribuicdo caracterizada pela
funcao (de densidade) de probabilidade conjunta de X é dada por f;(x),
caso contrario, fungao (de densidade) de probabilidade é dada por f(x).

As regras de classificagdo costumam ser desenvolvidas a partir de amostras
de aprendizagem: amostras para as quais a classificacdo de todos os
elementos é conhecida.

Essencialmente, o conjunto de todos os resultados amostrais € dividido em
duas regides complementares, Ry e R. tal que se uma nova observagéo cair
em R; ela sera classificada em 7y €, caso contrario, sera classificada em .



Regras de classificagao nao fornecem métodos livres de erro. Muitas vezes
nao é clara a distingao entre as medidas observadas de cada populagéo: os
grupos podem se sobrepor de alguma forma. Logo, sera possivel classificar
um objeto de m, em 7y e vice-versa.

Um bom procedimento de classificagdo deve resultar em uma taxa de erro
de classificagcao pequena.

Probabilidades a Priori

Pode ocorrer que uma populagao tenha verossimilhanga maior do que a
outra porque uma populagao é muito maior. A regra de classificagédo deve
levar em conta estas “probabilidades” a priori de cada populacao.

Notagdo: Sejam p;, j =1,2talque p; > 0,j=1,2e p; + p> = 1 tais
probabilidades.



Custos de classificagao incorreta

Também pode ocorrer que classificar um objeto de w1 em > represente um
erro muito mais sério do que o reciproco. A regra de classificacdo deve levar
em conta os custos de classificagédo incorreta.

Seja Q o espago amostral - isto é, a colegdo de todos os valores possiveis do
vetor x. Sejam Ry C Q o conjunto de valores para o qual classificamos o
objeto com sendo de 71 e, R, = Q \ Ry o conjunto de valores para o qual
classificamos o objeto como sendo de .

Se p = 2, podemos representar graficamente esta situagéo.
A probabilidade condicional Pr(2|1) de classificar um objeto de w1 em 7 é
Pr(X € Rxlm) = [ fi(x)dx = Pr(2[1).
Ry

Similarmente, a probabilidade condicional Pr(1|2) de classificar um objeto de
To €M 74 é

Pr(X € Ri|m) = [ h(x)dx =Pr(1]2).
Ry



Desse modo, a probabilidade global de classificagdo incorreta pode ser
obtida como a soma do produto das probabilidades condicionais por suas
probabilidades a priori:

Pr(classificar incorretamente em 1) = Pr(X € Ry|m2)Pr(m2) = Pr(1|2)po.

Pr(classificar incorretamente em m2) = Pr(X € Ra|m)Pr(m1) = Pr(2|1)ps.

Os esquemas de classificagdo costumam ser avaliados em funcédo de suas
probabilidades de classificagdo incorreta, mas observe que estas
probabilidades ignoram os custos de classificagao incorreta.

Suponha a seguinte tabela de custos de classificagao:

Populacédo Real | Classificado em w1 | Classificado em m»
s 0 C(2|1)
T Cc(112) 0

Para qualquer regra, o custo esperado de classificacao incorreta (CECI)
€ dado por
CECI = C(2[1)Pr(2[1)ps + C(1|2)Pr(1]2)po.

Uma regra de classificagao razoavel deve ter um CECI tdo pequeno quanto
possivel.



Proposicao
As regides Ry e R que minimizam o CECI sao definidas pelos valores de x
para os quais valem:

f(x) . C(1[2) p2

B AC R
(Razéo de densidades) > (Razao de custos) x (Razao de probabilidades a priori).

h(x) _ COR) pe
k() ~ C@ P

A implementacgéo dessa regra requer o conhecimento da razéo de
densidades para uma nova observagao xo, da razao de custos e da razao de
probabilidades a priori. €, em geral, mais simples atribuir valores para as
razdes do lado direito da desigualdade acima do que atribuir um valor para
cada probabilidade a priori e custo de classificagéo incorreta.



Casos especiais da regra estabelecida pela Proposigéao:
(1a) probabilidades a priori iguais,

A(x) _ C(1[2)
hL(x) ~ C(2|1)

Ry :

(1b) custos de classificagao incorreta iguais,

Ry : h(x) > Pe.

R(x) ~ pr’
(1c) probabilidades a priori iguais e custos iguais,
fi(x)
Ry : >
" R(x)

No caso especial (1¢), observe que a regra se reduz a comparagao de
densidades tal que se fi(Xo) > f(Xo), Xo € classificado em 1. Caso,
contrario, xg € classificado em mo.



Outros critérios podem ser usados para obter uma regra de classificagao
6tima. Por exemplo, podemos ignorar os custos de classificagao incorreta e
escolher Ry e R> que minimizam a probabilidade total de classificacao
incorreta (PTCI).

PTCI

Pr(classificar incorretamente uma observagao)

p1 | A(x)dx+p2 [ B(x)dx.

Ry R

Matematicamente, este problema é equivalente a minimizar o custo
esperado de classificacdo incorreta quando os custos de classificacdo
incorreta sao iguais (1b).



Poderiamos também alocar uma nova observacéo x, a populagdo com
maior probabilidade a posteriori Pr(mi|xo), i = 1, 2.

Pelo teorema de Bayes

Pr(71 ocorrer e observarmos Xg)
Pr(observarmos xo)
PI’(X0|7T1 )p1
Pr(xo|m1)p1 + Pr(Xo|m2)p2
pifi (o)
pifi(Xo) + p2fa(Xo)’
paf2(Xo)
p1fi(Xo) + p2f2(Xo)

PI’(TI'1|X0) =

PI’(7T2|X0) =

Se
PI’(7T1 |X0) > Pl'(ﬂ'g‘Xo)

classificamos xo em 7. Caso contrario, classificamos xo em . Observe
que essa regra € equivalente a regra (1b), que considera os custos de
classifica¢éo incorreta iguais.



Classificagdo em uma de duas populagdées normais multivariadas

Primeiro, suponha que as populagdes tenham matrizes de covariancias
iguais, Y =3,=1X.

_ _ 1 _ .
f(x) = (2m) " |x| ‘/2exp{f§(x7u,fz ‘(x—u,-)}, j=1.2,
com 4, p, € X desconhecidos.

Proposicao
A regra do CECI minimo é dada por

) _ Te—1 _1 _ Te—1 C(112)p2 )
Ry: {X‘(m H2) ETX = Sk = p2) ETN (g ) > I (70(2“);)1 ;
R.: Caso contrario.

Observacao: Nas aplicagdes p, 1, € X sdo desconhecidos, por essa
razao, a regra dada pela proposi¢éo deve ser modificada.



O estimador de X é dado por

(n1—1)s1+(n2—1)52.

S. =
¢ (n1+n2—2)

A regra resultante da substituicao pelos vetores de média amostral e a matriz
Scé:

_ _ 1, _ e = C(112)p2
R.: _ T 1y 1 _ T 1 > I e S b .
| {x‘(x1 X2)' S;'x 2(x1 X2)' ' S; (X1 +X2) = In c@Np: ;
Ro: Caso contrario.
Se as probabilidades a priori sdo iguais e os custos de classificagcdo
incorreta também sao iguais, entéo a regra acima se simplifica para

_ _ _ 1 _ _ 1, _
R; : {x‘(x1 —%2)'S;'x > §(x1 —X2) S (xy + xz)}.



Faca

~T

y = a x, com

a = (xi-X%)'Ss;,

Moo= 06 %) S (% + %) = 3(7 +72) com
y, = ax, j=1.2

Resumindo, a regra estimada do CECI minimo é equivalente a criar duas
populagdes normais univariadas para os valores y, tomando-se uma
combinacao linear apropriada das observagdes de 71 e 2 e, entdo, designar
Xo a Ty ou a Tz dependendo se yp = a' x, cai a direta ou & esquerda do
ponto médio M entre as duas médias amostrais ¥, € ¥,.

Como os parametros sdo substituidos por suas estimativas ndo se pode
mais assegurar que a regra resultante minimize o custo esperado de
classificagéo incorreta em uma particular aplicagao.

Porém, parece razoavel esperar que ela deva se comportar bem para
tamanhos amostrais grandes.



Resumindo: se os dados parecem ser normais multivariados, a estatistica de
classificagdo do lado esquerdo

_ _ _ 1 _ _ 1 _
(X1 —X2) " S;'x — E(x1 —%2) 'S (X1 + X2)

pode ser calculada para cada nova observagéo x,. Essas observacoes séo
classificadas se comparando os valores da estatistica com o valor de

(G )

Exemplo

Um bidlogo obteve medidas sobre n = 25 lagartos conhecidos
cientificamente como Cophosaurus texanus. O peso (mass) é dados em
gramas, enquanto que o comprimento da abertura do focinho (sv/) e a
extensao dos membros posteriores (hl/s) sdo dados em milimetros. Além das
trés medidas, o biélogo identificou o género de cada lagarto m-macho,
f-fémea. O ojetivo é construir uma regra de classificacdo de género a partir
das trés medidas usando os dados disponiveis.



Utilizaremos a fungéo Ida do R disponivel no pacote mass.

Tabela 17: Probabilidade a priori dos grupos.

Grupo 1 | Grupo 2
0,48 0,52

Como nada foi dito na fungédo do R, o mesmo adota prioris iguais as
propor¢cées amostrais.

Tabela 18: Grupo de médias.

Grupo mass svl hls
Fémea | 7,012 63,042 118,000
Macho | 10,233 73,346 139,769

Ver arquivo exemplo_28.r



Tabela 19: Coeficientes de discriminagao linear.

Variavel LDy
mass -0,5723
svl -0,0908
hls 0,2949

Tabela 20: Erros de classificacéo.

Classificagao

Grupo h

Fémea | Macho
Fémea 11 1
Macho 0 13

Observacao: Especificando prioris iguais, a tabela acima nao apresentara
erros de classificagdo reaplicada a amostra de aprendizagem.



Escala

Para qualquer constante ¢ # 0, o vetor ca = ¢S; ' (X1 — X2) também servira
como coeficientes discriminantes. O vetor a é frequentemente “normalizado”
para facilitar a interpretacdo de seus elementos. Duas das normalizagées

mais comuns s@o apresentadas a seguir.
1. Faga

tal que @" tenha comprimento unitario.
2. Faga

~%

a =

)| )

tal que o primeiro elemento de a* seja 1.

Em ambos os casos, a* é da forma ca.



Abordagem de Fisher para classificacdo em uma de duas populacdes

Fisher de fato chegou a estatistica de classificagdo
. _ 1, _ 4
Ry: {x‘(x1 —%2) ' S;'x > §(X1 —%2) " S (x4 +x2)} ou

T v/, (T=aTx a=(x-%)'S; y=a'%),

usando um argumento completamente diferente. A ideia de Fisher foi
transformar as observagdes multivariadas x em observagdes univariadas y
tal que os y provenientes de 71 e de 7> sejam tao separados quanto possivel.

Fisher sugeriu tomar combinacdes lineares de x para criar os y, porque elas
sao fungdes simples de x e podem ser manipuladas facilmente.



A abordagem de Fisher ndo assume que as populagdes sejam normais. No
entanto, implicitamente, assume que as matrizes de covariancias das
populagdes sejam iguais, porque uma estimativa combinada da matriz de
covariéncias € usada.

Uma combinag&o linear fixada de x toma os valores yi1, yi2, ..., yin, para as
observacbes de w1 e 0s valores o1, yez, . . ., Y2n, Para as observagdes de .

A separagao destes dois conjuntos de valores univariados é avaliada em

funcéo da diferenga entre as médias amostrais y, e y, expressa em

unidades de desvio padrao.

Y1 = Yol
Sy

Sizﬁ[z (i — Y1)+Z (Yai — )]-

Separacédo = com

O objetivo é selecionar a combinacao linear de x que alcanga a separagao
méxima das médias amostrais y, e .



Proposicao
A combinacéo linear

~T _ _ _ L ~
y=a x= (X —Xz) S;'x maximiza a razdo

distancia quadrada entre médias (¥, — ¥»)® (ETd)2
variancia amostral de y N s - a'sa

Regra de alocacgao: funcao discriminante (linear) de Fisher

Sejam

Yo = (X —72)TS;1X0

~ 1 _ _ . _ 1 _ _
m = (- X2)' S5 (X1 + X2) = (V1 +¥2).

Aloque xo a 71 se Yo > m.

Caso contrario, aloque x( a 7.



Classificacao é uma boa ideia?

Para duas populagdes, a separagdo maxima relativa que pode ser obtida se
considerando combinagdes lineares das observagdes multivariadas € igual a
distancia

D? = (X1 — %2) " S; ' (X1 — X2).
Isto é conveniente, porque D? pode ser usada, em certas situagdes, para
testar se as médias das populagdes 71 e m diferem sigificativamente.

Consequentemente, um teste de diferenga entre vetores de média pode ser
visto como um teste para a “significancia” da separagédo que pode ser
alcangada.



Suponha que as populagdes 71 € m» sejam normais multivariadas com uma
matriz de covariancias comum X. Entéo, vimos que um teste de
Ho : py = py versus Hy @ py # p, USa a estatistica

(n1+n2—p—1)< mnn )DZ
(m—+n—2)p ) \m+n ’

que sob Hy tem distribuicio Fp n, yn,—p—1.

Se Hj é rejeitada, podemos concluir que a separagao entre as duas
populacdes é significante.

Observacao: Separacao significante ndo necessariamente implicara em
boa classificacdo. A eficacia de um procedimento de classificagéo pode ser
avaliada independentemente de qualquer teste de separagdo. Em contraste,
se a separagao nao é significante, a busca por uma regra de classificacao
(til sera, provavelmente, infrutifera.



Classificagao de popula¢des normais - caso X # X,

As regras de classificagdo sdo mais complicadas quando as matrizes de
covariancias das populagbes sdo desiguais. Considere novamente a razao
das densidades normais multivariadas, agora considerando as covariancias
desiguais. Neste caso, os fatores fora do termo exponencial ndo simplificam
e nao é possivel colocar o termo dentro da exponencial em evidéncia.

- (2)"(-3}

SQ=(x — ) "E7T(X — pg) — (X — o) "X (X — pao).

em que



Nesse caso, as regides de classificagdo, segundo o critério do custo
esperado de classificagéo incorreta minimo, serdo dadas por (na escala
logaritmo natural):
1 _ _ _ _ c(112) p-
R:_7XT£1_21X Tz1_T 1 —k> M2\ .
5 (X 2 )X+ (py X Bp Xy )X —k >1n ceMp )

R>: caso contrario.
com

1 (1% | 1 B .
k=5ln (%) + o (] Ty — g Ty ).

As regides de classificagdo sdo quadraticas em x. Quando X; = ¥, o termo
quadratico x " (X, — X, ")x se anula, e as regides resultantes sdo aquelas
obtidas anteriormente no caso de variancias iguais.



Proposicao
Sob normalidade multivariada com covariancias desiguais, aloque x, a w1 se

c(112) p. )
c@hp)

1 _ _ _ _
e (o (T E i B o~
Caso contrario, aloque xo a .

Na pratica, a regra de classificagdo acima é implementada se substituindo os
parametros populacionais por estimativas X1, X» e Sy e S».

Regra de classificacdo quadratica
Populagdes normais, covariancias desiguais:

Aloque xo a 1 se

L xi(s' =S, N 12
—§X0T(S11—321)Xo+(X1T311—x;321)x0—k>|n<c( | )&)

Caso contrario, aloque X, a 2.



Classificagdo com fungdes quadraticas € bem complicada quando se tem
mais de duas medidas e pode levar a resultados estranhos. Isto é
particularmente verdade quando os dados nédo sdo (essencialmente)
normais multivariados.

As regides de classificagdo podem ser uma uniao de regides disjuntas do
espago amostral.

Em muitas aplicag6es, a cauda inferior da distribuicdo de 7y sera menor do
que a prescrita por uma distribuicdo normal e a regra quadratica podera levar
a altas taxas de erro de classificagdo. Uma desvantagem séria da regra
quadratica é que ela é bem sensivel a desvios da normalidade.

Se os dados ndo sdo normais multivariados, duas opgdes estao disponiveis.
A primeira, envolve transformar os dados nao normais, e depois testar a
igualdade das matrizes de covariancias para verificar se € a regra linear ou a
quadratica que devem ser usadas.

Os testes usuais para homogeneidade das covariancias séo fortemente
afetados sob ndo normalidade. A conversao de dados nao normais para
dados normais deve sempre ser feita antes de realizar tais testes.



Como segunda opgéao, podemos usar uma regra linear (ou quadratica) sem
nos preocuparmos com a forma das distribuicées populacionais e esperar
que elas irdo funcionar razoavelmente bem.

Estudos mostraram, porém, que existem casos ndo normais para os quais
uma funcao de classifica¢éo linear tem uma performance ruim, mesmo se as
matrizes de covariancias das duas populagdes séo iguais.

Moral da historia: sempre verificar a performance de qualquer procedimento
de classificagdo. Em Gltimo caso, isto deve ser feito com o conjunto de dados
usado para construir a regra. O ideal é que se tenha uma quantidade de
dados suficientemente grande que podem ser repartidos em amostras de
treinamento e de validagdo. A amostra de treinamento ou aprendizagem é
usada para construir a regra, e a amostra de validagédo é usada para avaliar
a performance da regra construida.



Avaliacdo das funcdes de classificacéo

A avaliagdo envolve calcular taxas de erro ou probabilidades de classificacao
incorreta.

Como as densidades sdo em geral desconhecidas, concentraremo-nos
sobre as taxas de erro associadas a funcgado de classificagdo amostral.

Taxa de Erro 6tima (TEO) - regra de classificagcdo segundo o critério da
probabilidade total de classificacao incorreta (PTCI) minima.

TEO =pi | fi(x)dx+p2 | f(x)dx
R Ry



Exemplo
Suponha duas popula¢des normais multivariadas com matrizes de
covariancias iguais, p; = p> = 1/2 e também C(2|1) = C(1|2) tal que

(33)-

Neste caso,

_ 1 _
Ri: {X‘(m — ) T > S~ ) T (1 +N2)} ou
1
Ry: {x‘aTx > éaT(u1 +N2)}«

Fazendo Y = a' X teremos 0% = a' Xa = °.



1 1 5
TEO = E/Rzﬁ (x)dx + §/R1 hL(x)dx =& (—5) .
Se 62 = 2,56, teremos TEO = &(—0, 8) = 0,2119.

A regra de classificagdo aqui ira alocar cerca de 21% dos itens
incorretamente.

Este exemplo ilustra como a TEO pode ser calculada quando as fungdes de
densidade sdo conhecidas. Como em geral os parametros populacionais sao
desconhecidos, eles deverao ser estimados e a avaliagdo da taxa de erro
nao sera tao direta.

A performance da fungao de classificagdo amostral pode, em principio, ser
avaliada se calculandoe a taxa de erro real (TER).



TER=pi | fA(x)dx+p2 | K(x)dx.
Ry R
R e R sdo as regides de classificagdo determinadas pelas amostras de
tamanhos ny e ny, respectivamente.

A TER indica como a fungéo de clasificacdo amostral se comportard em
amostras futuras. Como a TEO, geralmente ela ndo podera ser calculada,
pois depende das densidades f; e f,. Porém, uma estimativa de uma
quantidade relacionada a TER pode ser calculada e sera apresentada aqui.

A taxa de erro real aparente (TERA) pode ser calculada a partir da matriz
de “confusdo” (tabela de dupla entrada indicando as frequéncias de
classificagdes corretas e incorretas em cada populagéo (grupo)).



Populagao Classificagdo em
U T2
1 Me My =m — e
T2 Moy = N2 — Nae MNoc
Mm+n
TERA = —M ™ 2M
n+ne

Observe que a TERA nada mais é do que a proporgado amostral de
classificagdes incorretas se considerando a amostra de treinamento.

A TERA é uma medida intuitiva e simples, mas tem um viés: tende a
subestimar a TER, a menos que n; e n, sejam suficientemente grandes.

Estimativas de taxas de erro melhores do que a TERA e que ndo exigem a
suposicao das distribuigbes populacionais podem ser construidas.

Um procedimento € dividir a amostra total em uma amostra de treinamento e
outra de validacdo. A amostra de treinamento é usada para construir a
funcado de classificagao e, a de validacao, para avaliar a fungao obtida. A
taxa de erro é determinada pela propor¢éo amostral de classificacoes
incorretas na amostra de validacao.



Apesar deste método superar o problema do viés, ele padece de dois
defeitos:

1. requer amostras muito grandes;

2. afungéo avaliada ndo é a funcéo de interesse. Em Ultima andlise, quase
todos os dados devem ser usados para construir a regra. Caso
contrario, informagao importante pode estar sendo desperdicada.

Uma segunda abordagem, que parece funcionar bem, é chamada
procedimento de validagao “reter um fora” (holdout) de Lachenbruch.

1. Comece em 7. Omita uma de suas observagdes e desenvolva a fungéao
de classificacdo com as restantes ny — 1 + n..

2. Classifique a observacédo omitida com a fungao obtida.

3. Repita os passos (1) e (2) até que todas as observagbes de 71 sejam

classificadas. Defina nf) como o nimero de classificagdes incorretas

neste grupo.

4. Repita os passos (1), (2) e (3) para as observagdes de 7> e defina né’,f,,)

como o numero de classificagdes incorretas neste grupo.
(H) (H) (H) (H)
— n n ——= n n
Pr2) ="M pr2) ="M ¢ prCI= W T ow
mn no n +ne




Para amostras moderadas PTCI é uma estimativa ndo viesada do valor
esperado da TERA (taxa de erro aparente).

Deve ser intuitivamente claro que classificagcao boa (taxas de erro pequenas)
dependera da separagao dos grupos. O mais separados sao 0s grupos,
mais provavelmente uma regra de classificagéo Util sera desenvolvida.

Como veremos, regras de alocagao apropriadas para o caso envolvendo
probabilidades a priori iguais e custos de classificagao incorreta iguais
correspondem as fungdes designadas para populagdes separadas 0 maximo
possivel. é nesta situacdo que comegamos a perder a distingdo entre
classificagédo e separagao.



Classificacdo em uma de g populagdes (g > 2)

Pelo menos em teoria, a extenséo para a classificagdo em um de g grupos,
g > 2 é imediata. Porém, ndo muito € conhecido sobre as propriedades das
funcdes de classificagdo amostrais correspondentes, e em particular, sobre
suas taxas de erro investigadas.

A “robustez” da estatistica linear de classificacdo em dois grupos para, por
exemplo, covariancias desiguais ou distribuicbes ndo normais pode ser
estudada a partir de experimentos simulados. Para mais de duas
populacdes, esta abordagem néo leva a conclusées gerais, porque as
propriedades dependem sobre onde as populagdes estao localizadas, e
existem muitas configuragdes para serem convenientemente estudadas.

Como antes, a abordagem aqui sera desenvolver regras 6timas tedricas e,
entdo indicar as modificagdes exigidas para as aplicagdes reais.



Regra do custo esperado de classificagao incorreta minimo

Notagao:

* f.(x) - fungdo de densidade de probabilidade conjunta para o k-ésimo
grupo, k=1,2,...,g.

® p1,p2,...,Pg - Probabilidades a priori de cada grupo tais que px > 0, Vk
e Zi:1 Pk = 1.

® C(k|j) - custo de classificagao incorreta de uma observagao de m; em
Vi, k=1,2,...,9ej+# k. Se j =k, entdo C(k|k) = 0.

* Ry - regido de classificagdo em , tal que UJ_, R« = Q, R, N Rx = () para
j # k.

A probabilidade de classificar uma observacédo de m; em 7y é

Pr(klj) = fix)dx para ke{1,2,..,9}, k#j e

Ry

g
Prili) = 1- > Pr(klj.

k=1,k#j



O custo esperado de classificagao incorreta de uma observagao proveniente
de 71 sera dado por

CECI(1)

Pr(2/1)C(2[1) + Pr(3[1)C(3[1) + - -- + Pr(g|1)C(g]1)
>0 P(KIDC(KI).

Este custo esperado condicional ocorre com probabilidade py, a
probabilidade a priori de 1.

De maneira similar, podemos obter os custos esperados de classificagao
incorreta condicionais CECI(2), CECI(3), ..., CECI(g).

Multiplicando os custos condicionais pelas respectivas probabilidades a
priori temos o custo esperado de classificagao incorreta dado por

cecl=>"" p (31, PrkNC(KL).



Proposicao
As regides de classificacdo que minimizam o custo esperado de
classifica¢éo incorreta sao definidas por
® Aloque xam,j=1,2,...,gnaqual
g N ;o
Zj:1#kp/f,»(x)0(k|j) ¢ um minimo.

® Se os custos de classificagdo incorreta sdo todos iguais a unidade,
observe que a regra alocara x a populagdo mx, k =1,2,...,g paraa
qual,

Zg pif(x) é um minimo.
=1,k

Observe que esta soma ser4 um minimo se o termo deixado de fora, pxfk(x),
for um maximo.



Regra do CECI minimo para custos de classificagao incorreta iguais

® Aloque x, a populacédo 7k se
Prfi(Xo) > pjfi(Xo), Vj # K,
ou equivalentemente,
® Aloque X, a populacédo 7k se
In (ki (X0)) > In (pjfi(X0)), Vj # k.

Esta regra é equivalente a regra que maximiza a probabilidade a posteriori
Pr(mk|Xo).

Deve-se ter em mente que as regras do CECI minimo tém trés componentes:
probabilidades a priori, custos de classificagio incorreta e fungbes de
densidade. Estes componentes devem ser especificados (ou estimados)
antes da regra poder ser implementada.



Exemplo

Suponha os seguintes custos de classificagéo incorreta, probabilidades a
priori e densidades avaliadas em x, uma nova observagao.

Populagio Classificagdo em
US| 2 3
T C(1j1)=0 Cci2|1)=10 C(3|1) =50
T C(1]12) =500 C(2|12)=0 C(3]2) = 200
3 C(113) =100 C(2|3) =50 C(3l3)=0
Prioris p1=0,05 p2=0,60 ps =0,35
f}(Xo) f1 (Xo) = 0, 01 f2(Xo) = 0,85 fs(Xo) =2

Classificar xo em uma das trés populagoes.

Usando a regra do CECI minimo, alocaremos x, a m«, k = 1,2, 3 para a qual

8 ; 2 ,o.
Z/.:L#kP/G(X)C(k\/) é um minimo.



3
K|S re0Ck)
1 325
2 35,055
3 102,025

Como o menor valor ocorre para k = 2, alocamos Xy a 7.

Se os custos de classificagcdo incorreta fossem todos iguais, designariamos
Xo amk, k =1,2,3 naqual pefk(X0) > pifi(x0), Vj# k.

k | pxfi(Xo)
1| 0,0005
2| 0,5100
3 | 0,7000

Nesse caso, X, seria alocada a 7s.



Classificagao com populagdes normais

_ _ 1 _
fi(x) = (2m) P21k T P ep{ - 5 (X — ) T (X - )}, k=120,
Se considerarmos todos os custos iguais a unidade, a regra resultante sera:
® Aloque xo a mx se
_ P 1 1 Te—1
In(Pife(X0)) = In e — 3 In(2m) — 5 In [Zel = (X — ) ' (X = pay)
= max In(p;fj(Xo))

A constante pIn(27)/2 pode ser desprezada, pois ela é igual para todas as
populacdes. Portanto, podemos definir um escore discriminante quadratico
para a k-ésima populacédo dado por

1 1 _
dl(x) = Inpx— 5 In|Zk| = 5(x — ) "IN (x - ), k=1.2....0
O escore quadratico d(x) é composto pelas contribuigdes da variancia

generalizada |X|, da probabilidade a priori px, e da distancia quadrada de x
a média da populagao .



Regra da probabilidade total de classificagao incorreta minima -
populagdes normais, covariancias desiguais

® Aloque X( a mx Se 0 escore quadratico
Q - Q
dic (Xo) = max {d"(Xo)}-

Na pratica p, e X sdo desconhecidas para todo k =1,2,...,g, mas um
conjunto de treinamento cujas classificagcdes corretas das observagdes sao
conhecidas estd em geral disponivel para a construgéo de estimativas. As
quantidades amostrais relevantes para a populagao mx sdo Xx € Sx com n, o
numero de observagdes da k-ésima populagéo.

dd(x) = Inpyx — % In|Sk| — %(xfik)TSkq(xfik), k=1,2,....9.
Assim, a regra estimada é alocar x, a mx se 0 escore quadratico estimado

dd(xo0) = max{dP(xo)}.

1</<9



Uma simplificagdo aqui € possivel para o caso em que
T =3y=---=X,=1x.

Neste caso os escores discriminantes passam a ser lineares em x e
simplificam para

- 1 .
d(X) =Inpe+p T X = Sp T e k=129
Uma estimativa de dk(x) é baseada em

1 g9
Se = m +n2+...+ng,gzk:1(nk—1)5k

e é dada por
1
2

Consequentemente, temos a regra estimada dada por “aloque X, a mx se

Oi(X)=Inpx+ X, So'x— =X, S;' %, k=1,2,....9.

dh(x0) = max {dj(x0)}".



Método de discriminagéo de Fisher para varias populagdes

O propésito principal na analise discriminante de Fisher (ADF) é separar
populagdes (grupos). No entanto, como veremos, o produto final pode levar
a uma regra de classificacdo. Na ADF nao é necessario supor a normalidade
das g populagdes, embora supde-se que as covariancias sejam iguais.

Denote 1 0 vetor de médias combinado das g populagoes, isto é,

_ 1
N—g PR S

Denote a matriz B,, a matriz p x p de somas de quadrados e produtos

cruzados 9
— —\T
B.=)  (m—m)(u—H) .

Faca Y = a' X tal que E(Y|nx) = a' u, e Var(Y|mx) = a' xa,
k=1,2,....g.

Consequentemente uxy = @' u,, depende da populagéo na qual X foi
observada.

. 1
Média global: 7y = a' — i:1“k =a'[.

g



Medida de separagao dos grupos:

9 — 2
Zk:1 (r = Fiy) _ i@ —a'p? _ a'B.a
o2 a'ra a'ra’

Esta razdo mede a variabilidade entre os grupos de valores de Y relativa a
variabilidade comum dentro dentro dos grupos.

Podemos selecionar a que maximiza esta razao.

Em geral X e pu, séo desconhecidos, mas dispde-se de uma amostra de
treinamento a partir da qual podemos estimar estas quantidades.

Sejam X, Sk as estimativas em cada grupo e
- 1<~
X = 3 kg Xk,
B, = Z Xk —X)(Xk—X)" e
>

w = . 12] 1(X]k—Xk)(X]k—Xk)



Discriminantes lineares amostrais de Fisher (DALF)

. ~ ~ ~ . ~ 1
Sejam A, X2, ..., As, S < min{g — 1, p} autovalores ndo-nulosde W B, e
~ o~ ~ AT i~
V1, Va,..., Vs 0s autovetores correspondentes tal que (Vi S; Wi = 1).
N
= = - - a Bpa ~
Entao, o vetor a que maximiza a razéo o © dado por a; = vi.
a'"Wa

. ~ . ~T Z . . . .
A combinacéo linear a; x é chamada primeiro discriminante amostral.

A escolha @, = v, produz o segundo discriminante amostral e continuamos
até obter o k-ésimo discriminante amostral @, = Vk, k < s.



Comentarios finais

Regressao logistica

As fungbes de classificagdo discutidas até aqui sdo baseadas em variaveis
quantitativas. A regressao logistica € uma abordagem apropriada para
classificagdo quando algumas ou todas as variaveis séo qualitativas. Na sua
configuragdo mais simples, a variavel resposta Y esta restrita a dois valores.
Por exemplo, Y pode representar género: macho/fémea, ou
empregado/desempregado, aprovado/reprovado, etc.

Quando a resposta assume apenas dois valores possiveis € comum
codifica-la como 0 ou 1 e, o interesse passa a ser estimar a probabilidade da
varidvel assumir o valor 1 dado o vetor de covariaveis x, que representa a
proporgao na populagao codificada com o valor 1.

Esta modelagem pode entéo ser usada para fins de classificagdo em um de
dois grupos, e a ideia pode ser estendida para varios grupos, substituindo a
dsitribui¢ao binomial pela multinomial.



Inclusao de variaveis qualitativas

Neste parte assumimos que as variaveis de discriminagédo Xi, Xz, ..., Xp sé@o
continuas. Com frequéncia, uma variavel qualitativa ou categérica pode ser
util como variavel discriminante (classificadora). Esta situagédo &
frequentemente contornada se criando uma variavel X cujo valor numérico é
1 se o objeto possui a tal caracteristica e zero, caso contrario. A variavel é,
entdo, tratada como uma variavel de medida nos procedimentos de
classificagé@o e discriminagao usuais.

Exceto para classificagao logistica, ha pouca teoria disponivel para lidar com
0 caso em que algumas variaveis sdo continuas e outras sdo qualitativas.
Experimentos de simulagéo indicaram que a fungaoo discriminante linear de
Fisher pode se comportar tanto pobremente como satisfatoriamente,
dependendo das correlagdes entre as variaveis continuas e qualitativas.
“Uma correlagdo baixa em uma populagéo, mas uma correlagdo alta na
outra, ou uma mudanga no sinal das correlagdes entre as duas populacdes
poderiam indicar condi¢des desfavoraveis a fungéo discriminante linear de
Fisher”. Esta € uma area problematica e que precisa de mais estudo.



Arvores de classificacdo

Uma abordagem de classificagdo completamente diferente dos métodos
discutidos aqui foi desenvolvida. Ela € computacionalmente intensiva. A
abordagem, chamada arvore de classificagao e regressdo (CART), é
proximamente relacionada com as técnicas de conglomeragao divisivas.
Inicialmente, todos os objetos sdo considerados em um Unico grupo. O
grupo é entao dividido em dois subgrupos, usando, por exemplo, altos
valores de uma variavel para um grupo e baixos valores dessa mesma
variavel para o outro grupo. Os dois subgrupos sédo entdo cada um dividido
novamente, agora usando valores de uma segunda variavel. O processo de
divisdo continua até que um ponto de parada adequado seja atingido. Os
valores das variaveis divisoras podem ser categorias ordenados ou néo. é
este aspecto que torna o CART tao geral.



Redes neurais

Uma rede neural é um procedimento computacional intensivo para
transformar entradas em saidas programadas usando redes altamente
conectadas de unidades de processamento relativamente simples
(neurdnios ou nés). Suas trés caracteristicas essenciais séo as unidades
basicas de computacéo (neurdnios ou nés), a arquitetura da rede
descrevendo as conexdes entre as unidades de computacao, e o algoritmo
de treinamento usado para encontrar valores dos parametros da rede
(pesos) para realizar uma tarefa particular.

As unidades de computagao sdo conectadas umas as outras no sentido de
que a saida de uma unidade pode servir como entrada para outra unidade.
Cada unidade de computacgéo transforma uma entrada em uma saida
usando alguma fungéo pré-especificada que é tipicamente monétona, mas
de alguma forma arbitraria. Esta fun¢do depende de constantes
(parametros) cujos valores devem ser determinados com um conjunto de
treinamento de entradas e saidas.



Arquitetura da rede € a organizagéo das unidades computacionais e os tipos
de conexao permitidos. Em aplicacdes estatisticas, as unidades
computacionais sao arrumadas em uma série de camadas com conexdes
entre nés em camadas diferentes, mas ndo entre nés da mesma camada. A
camada que recebe as entradas iniciais € chamada camada de entrada. A
camada final € chamada camada de saida. Todas as camadas entre as
camadas de entrada e saida sdo chamadas camadas ocultas.

Redes Neurais podem ser usadas para discriminagao e classificagéo.
Quando elas sdo usadas com este fim, as variaveis de entrada séo as
medidas Xi, Xz, ..., Xp, e a varidvel de saida € a varidvel categérica que
indica de qual grupo veio a observacédo de entrada. A experiéncia inidca que
redes neurais apropriadamente construidas se comportam tdo bem quanto a
regressao logistica e as fungdes discriminantes discutidas aqui.



Selecao de variaveis

Em algumas aplicagdes da andlise discriminante, os dados estéo disponiveis
para um grande numero de variaveis. Alguns autores estudaram uma analise
discriminante baseada em 157 variaveis. Neste caso, seria obviamente
desejavel selecionar um subconjunto menor de variaveis que contivesse
quase toda a informagao original para efeitos da classificagédo. Este é o
propoésito da andlise discriminante passo-a-passo stepwise, e varios
programas de computador dispdem destas fungdes de selegao de variavel.



Se uma andlise discriminante stepwise (ou qualquer outro método de
selegdo) é empregado, os resultados devem ser interpretados com cautela.
Nao ha garantia de que o subconjunto selecionado seja o “melhor”, sem
olhar o critério usado para fazer a selecao. Por exemplo, subconjuntos
selecionados com base na minimizagao da taxa de erro aparente ou
maximizacao do “poder de discriminacdo” podem comportar-se pobremente
em amostras futuras. Problemas associados com procedimentos de selegéo
de variaveis sdo ampliados se existem correlagdes altas entre as variaveis
ou entre ombinagdes lineares das variaveis.



A escolha de um subconjunto de varidveis que parece ser étima para um
dado conjunto de dados é especialmente preocupante se a classificacdo é o
objetivo. No minimo, a fungéo de classificagao obtida deve ser avaliada com
uma amostra de validagdo. Uma ideia melhor pode ser dividir a amostra em
um namero de lotes e determinar o “melhor” subconjunto para cada lote. O
numero de vezes que uma dada variavel aparece nos melhores subconjuntos
fornece uma medida do valor dessa variavel para classificacoes futuras.
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