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¢ Modelos Graficos Direcionados;
¢ Modelos Graficos Nao Direcionados; e
e Modelos em Espaco de Estados.
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Modelo grafico probabilistico

Fornece uma maneira simples de visualizar a estrutura de um modelo
probabilistico e pode ser usado para se propor novos modelos.

Conhecimentos sobre a propriedade do modelo, incluindo a propriedade de
independéncia condicional, podem ser obtidos pela inspecéo do grafo.

Um grafo é uma estrutura abstrata que modela objetos e a relagao
(conexao) entre eles.

Célculos complexos, necessarios para realizar inferéncia e aprendizado em
modelos sofisticados, podem ser expressos em termos de manipula¢des
graficas, na qual expressdes matematicas subjacentes sao carregadas
implicitamente.
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Figura 1: Mapa 2020 da Rede Ipé - Rede Nacional de Ensino e Pesquisa.
Fonte: http://www.pop-go.rnp.br
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Exemplo
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Figura 2: Uma pequena representagéo de uma rede social direcionada.



Grafo

Um grafo é uma estrutura abstrata que modela objetos e a relagao
(conexao) entre eles.
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Figura 3: Um grafo direcionado (esquerda) e um grafo nao direcionado (direita).

Um grafo é constituido de vértices (nos) conectados por arestas (arcos).
Neste curso, cada vértice representa uma variavel aleatoria.

Ademais, cada aresta expressa uma relacao probabilistica entre essas
variaveis aleatorias.

Entéo, o grafo descreve como a distribuigdo conjunta das variaveis
aleatorias pode ser decomposta.



Comecaremos com os modelos graficos direcionados’.

(—9)

Figura 4: Um exemplo de grafo direcionado.

Depois, veremos os modelos graficos néo direcionados?.

Figura 5: Um exemplo de grafo nao direcionado.

Equivocadamente também chamados de redes bayesianas.
2Também conhecidos como campos aleatorios de Markov.



Grafo direcionado

Um grafo direcionado G consiste em um conjunto X de vértices e um
conjunto A de arestas de pares ordenados de vértices: G = { X, A}.
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Figura 6: Grafo direcionado com X = (Xi, X2, X3) e A = [(X1, X2), (X1, X3), (X2, X3)].

Se (X1, X2) € A, entdo existe uma aresta (seta) saindo do vértice X; em
direcao ao vértice Xx.

Se existir uma aresta saindo do vértice X; em diregcao ao vértice Xz, entdo
dizemos que

* X; e X, sdo adjacentes®; e

e X; é um pai de X; e X> é um filho de X;.

3Na verdade o sentido da aresta (seta) ndo importa e vale para grafos néo direcionados.



Um caminho direcionado entre X; e X; € um conjunto de arestas (setas)
ligando estes vértices.
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Figura 7: Caminho direcionado entre X; e Xx.

Um caminho nao direcionado entre X; e X; € um conjunto qualquer de
arestas ligando vértices adjacentes entre eles.
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Figura 8: Caminho nao direcionado entre X3 e X;.



Um caminho direcionado que comega em X; e termina na mesma variavel X;
€ chamado de ciclo.

Figura 9: Grafo descrevendo um ciclo em Xj.

Neste curso, os grafos direcionados estdo sujeitos a seguinte importante
restricdo: nao deve existir ciclos diretos.

Um grafo direcionado é chamado de grafo aciclico direcionado (DAG*, do
inglés) se ele ndo possuir nenhum ciclo.

“ Directed Acyclic Graph



Independéncia condicional

Definicao
Sejam Xi, X e X3 variaveis aleatérias. X; e Xz sdo condicionalmente
independentes dado X3, denotado por X; L Xz| X3, se

B X1 (X1, X2| X3) = fx, 1 (X1X8) Fi 3 (X2 | X3).-
Alternativamente, Xi L Xz2| X5 se
fx1 \X2,X3(X1 |X27X3) = fx1|x3(X1 |X3)4
Dai, segue-se algumas propriedades:
e Se X; L X2|X3, entao Xo L X |X3;
e Se X; L X2|X3 el = h(X1), entdo U L X2|X3;
e Se X1 1 X2|X3 elU= h(X1), entao X1 1 X2|(X3, U)s;

* Se X1 1 X2|X4 e X1 1 X3|(X2,X4), entao X1 1 (XZ,X3)|X4; e
e Se Xy L X2|X3 eX; L X3|X2, entao X; L (Xz,Xg)G.

5
Ty X1 x5, U(Xe X1, X5, U) = fi, x5, u(X2| X5, U)
8Para eventos com probabilidade estritamente positivas.



Conexodes

Convergente: @=>@<=@

® X; e X, sdo marginalmente independentes:
X1 1 Xz <~ f(X1|X2) = f(X1) e f(X2|X1) = f(Xg)A
m X e X, sdo condicionalmente (dado X3) dependentes.

Divergente: ®<=®=>®

® X; e X, sdo marginalmente dependentes.
® X; e X, sdo condicionalmente (dado X3) independentes:

X1 1 Xg‘Xg = f(X1 |X2,X3) = f(X1 |X3) e f(X2|X1,X3) = f(X2|X3).

Série: @=>®=>®

m X; e X sdo marginalmente dependentes.
® X e X, sdo condicionalmente (dado X3) independentes:

X1 1 X2‘X3 = f(X1 |X2,X3) = f(X1 |X3) e f(Xg‘X1,X3) = f(Xg‘Xg).



Modelos graficos direcionados

Sejam Xi, X e X3 varidveis aleatérias com uma distribuicdo conjunta dada
por f(X1 , X2, X3).

Podemos descrever a distribuicdo conjunta por

f(X1,X2,X3) = f(X3|X1,X2)f(X1,X2) = f(X3|X1,Xg)f(X2|X1)f(X1).

)

Figura 10: Um modelo gréfico direcionado que representa f(xz|x1, xo)f(x2|x1)f(x1).



Agora, sejam Xi, X2, X3 e X4 variaveis aleatorias tal que

f(x1, X2, X3, Xa) = f(Xa| X1, X2, X3)F(xa[ X1, X2)F(x2[ X1 ) f(X1).

Figura 11: Um modelo grafico direcionado de uma decomposicéo de f(x1, X2, X3, X4)-



Em geral, sejam Xi, X, ..., Xk variaveis aleatérias tal que
f(X1, X2, ..., Xx) = F(Xk|X1, X2, . .oy, Xk—1) . .. F(Xe|X1) f(X1).

E possivel representar esta decomposicao através de um grafo com K
veértices.

Cada vértice representa uma distribuicdo condicional da decomposigao.
Note que o i-ésimo vértice X; tem pais { X1, Xz, ..., Xi-1}, i=2,..., K.

Dizemos que este grafo é completamente conectado porque existe uma
aresta entre cada par de vértices.

Contudo, é a auséncia de algumas arestas no grafo que traz informacoes
relevantes sobre a distribuicao conjunta de (Xi, X, ..., Xk).



Exemplo

Figura 12: Um modelo gréfico direcionado aciclico.

Dado G, a distribuicdo conjunta de (X1, X, ..., Xs) € dada por
f(X1, X2, X3, Xa, X5) = F(x1)f(Xa|X1 ) F(X3|X1)f(Xa| X2, X3) F(X5|Xa).
Assim, podemos descrever algumas relagdes entre as variaveis aleatérias:
e X, | X3|X1;
* Xi L X4|(X2, Xs); €
® (X1, X2, X3) L Xs|Xa.
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Figura 13: Um modelo gréafico direcionado aciclico.

:

Dado G, a distribuigdo conjunta de (X1, Xz, ..., X7) € dada por
f(x1, X2, ..., x7) = F(x1)f(x2)f(x3)F(Xa| X1, X2, X3) F(X5|X1, X3) F(Xe|Xa ) F(X7|Xa, X5).

Assim, podemos descrever algumas relagdes entre as variaveis aleatorias:
® Xi, Xo e X3 sdo marginalmente independentes;
® Xa L Xs|(Xi1, X2, X3);
® X, e Xs sdo condicionalmente (dado X7) dependentes; e
o Xg L X7|(X4,X5).



Fatorizacao

Dado um grafo direcionado G = {X, A} com X = (X1, X, ..., Xk), podemos
descrever a distribuicdo conjunta das variaveis aleatérias por

f(x) = f(x1, %, ..., x) = [ [ f(xklpy),

k=1

em que X = (X1, X2, ..., Xk) € p, denota o conjunto formado pelos pais de xk.

A seguir veremos um exemplo e introduziremos mais alguns elementos na
modelagem grafica.



Exemplo
Considere o modelo de regressao linear multiplo dado por

Yi=00o+ B1zin+ -+ BaZia +ei, para i=1,2,...,n,
com os ¢; independentes.
Além disso, por hipétese,
E(cilz) =0 e Var(el|z) = o°
Definimos os seguintes vetores:

T .
zi = (L,zn,2Z,...,20) , i=1,2,...,n,

B (Bos Bt -+, Ba) -

Em analise de regressao a estimacéo e demais procedimentos sdo
condicionais a z;. Assim, temos f(y;|3,02,z))parai=1,2,...,n.

Utilizaremos o enfoque bayesiano. Entdo, 8 e o2 s&o tratados como
quantidades aleatérias. Por hipotese,
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Figura 14: Construindo um modelo gréafico de regressao linear sob o enfoque
bayesiano com 3 e o2 independentes a priori.

O grafo R acima tenta expressar a distribuicdo conjunta
f(y,B,0%2) = f(y|B,0°,2)f(B,0%) = {H f(yilB, oz,zf)} f(B)f(%),
i=1

emauey = (¥1,¥e,....¥n) €Z=(2{,2],...,27) ématrizn x (d +1).
Z e z; indicam que ndo aparecem na modelagem grafica (por enquanto).

Note que 3 e o2 compdem a distribuicdo de cada Y;.



Simplificando a estrutura de um modelo grafico

Em muitos modelos gréaficos existem vértices que se conectam a diversos
outros (veja a figura anterior).

A introdugdo de um reténgulo (duplo e cantos arredondados) na
representagao grafica simplifica a descri¢éo e a visualizagao.

Neste elemento gréfico (retangulo) est4 descrito que os vértices 8 e o2

possuem arestas para cada vértice Y;, i =1,2,...,n
7 S
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Figura 15: Introduzindo um retangulo (duplo e cantos arredondados) - representando
diversas arestas - na construgdo de um modelo gréafico de regressao linear sob o
enfoque bayesiano.

O grafo R acima expressa f(y, 3,0°%|Z) =

Hf yilB, 0% z; )} f(B)f(0?).



Quantidades deterministicas na estrutura de um modelo gréfico
Em modelos de regresséo, a andlise é condicional ao conhecimento de z;,
i=1,2,...,n. Entdo, z; ndo é tratado como vetor aleatorio (observado).

As vezes é necessario representar quantidades deterministicas na
modelagem grafica. Isso é feito via um retangulo simples.

——————
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Figura 16: Introduzindo um retangulo simples (preto) - representando quantidades
deterministicas - na construgdo de um modelo gréafico de regressao linear sob o
enfoque bayesiano.

Hf(yl|ﬁ7‘7 ZI):| (lg)f( 2)-

i=1

O grafo R acima expressa f(y, 3,0%|Z) =




Distribuic&o a posteriori
Dada a amostra y = (y1,¥2,...,¥n) ', estamos interessado na distribuigdo a
posteriori de B e ¢?, isto &, (3, 0%|y, Z).

Na modelagem grafica preenchemos com alguma cor os circulos que
representam os vértices observados.
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Figura 17: Introduzindo vértices preenchidos (vermelho) - representando as variaveis
observadas - na construgao de um modelo gréafico de regresséao linear sob o enfoque
bayesiano.

Do grafo R acima, temos {H f(yilB, o, z,)} f(B)f(c®) « (B, 0%y, Z).

i=1



Elementos da modelagem

e Distribuicdo a priori:
f(B,0°) = f(B)f(c®) com B ~ Ng(0; 10°1) e o ~ ZG(1072; 1073).
® Funcao de verossimilhanga:

L(B,0%) = f(y|B, 0% Z) = [ [ f(iIB, 0%, 2).
i=1

¢ Distribuicao a posteriori:

L(B,0®)f(B,0®) _ (y|B, 0 2)f(8,0°)
f(y) f(y)

|:H f(y/|187 0'27 Z,'):| f(ﬂ> 02)‘

f(8.0°ly. Z)

R

¢ Distribuicao preditiva (verossimilhanca marginal):

f(y) :/ |:H f(yi|,3,0'272i):| f(,@7o'2)dﬂdo-2.

i=1



Previsao

Em termos de modelagem bayesiana, a previsao para um determinado Y*
dado z* é baseada na seguinte distribui¢ao:

f(y'|2".y. 2) = / f(y*|8. 0%, 2°)((5.0°|y. Z)dBdo®.
/\

Figura 18: Introduzindo o vértice Y* representando um valor desconhecido que
desejamos prever dado z* no modelo grafico de regressao linear sob o enfoque
bayesiano.




A previsao para a colegdo Y; dado z;, k =1,2,..., m, é dada pela seguinte
distribuigcao:

f(y"1Z",y,.Z / [Hf(yklﬁ,a Zk):| f(8,0°ly, Z)dBdo®,
k=1

comy* = (yi,y5,...,y5n) e Z* =(2},25,...,2y) " ématrizm x (d+1).
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Figura 19: Introduzindo uma colegéo de veértices Y, k = 1,2,..., m, representando
valores desconhecido que desejamos prever dado o respectivo z; no modelo grafico
de regressao linear sob o enfoque bayesiano.
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