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Séries temporais

Uma Seérie Temporal € um conjunto de observagdes y:, cada uma
observada no tempo especifico t. Notagao: {y:}.

Uma série temporal é tempo-discreta se o conjunto de indices de tempo for
um conjunto discreto, por exemplo T = {1,2,3,...}.

Uma série temporal é tempo-continua se as observagdes ocorrem
continuamente em um intervalo de tempo, por exemplo T € [0, 1].

Neste curso trataremos de séries temporais a tempo-discreto.

A seguir, veremos
¢ Estacionariedade;
® Funcao de Autocorrelacao; e
e Autoregressivos e Médias Moveis (ARMA).



Estacionariedade

Uma série temporal {y;:} é (fracamente) estacionaria se a médiae a
variancia de Y; forem invariantes no tempo e a covariancia de Y; com Yi;p
depender somente de h.

Na estacionariedade fraca temos que
E(Y)=pu, Var(Vi)=0> e Cov(Yi Yiun) =~(h), para h>0.

Sob a hipotese de estacionariedade fraca, esperamos que uma série
temporal (observada) esteja em torno de um valor constante e com uma
variagéo constante.
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(a) Modelo Ruido Brancocom o = 1. (b) Modelo AR(1) com ¢ =0,7e o = 1.

Figura 1: Exemplos de séries temporais fracamente estacionarias.
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Figura 2: Exemplo de série temporal nao estacionaria (passeio aleatério).



Funcéo de autocovariancia

A fungdo de autocovariancia de defasagem h é definida por
~(h) = Cov(Y:, Yiin).
Temos que v(0) = Var(Y}).
Além disso, sob estacionariedade fraca, temos que
7(h) = Cov(Yi, Yisn) = Cov( VA, Yin) = +(~h),

isto é,



Funcéo de autocorrelacéo

Considere uma série Y; fracamente estacionaria.

Estamos interessados na correlacao linear entre Y; e seus valores passados
Y:_n (ou futuros Yiin).

O coeficiente de correlagédo entre Y: e Y;_, € chamado de autocorrelagéo de
defasagem (/ag) h de Y;. Definimos por

Cov(Ye, Yin)  Cov(Yi Yeen) _ ~(h)
Var(Y)Var(Y._n)  Var(Yy) — ~(0)’

pois Var(Y;) = Var(Y:—n) pela hipétese de estacionariedade fraca.

p(h) =

Temos que
* p(0)=1;
® p(h) = p(—h) para todo h; e
e —1 < p(h) < 1 paratodo h.

Uma série fracamente estacionaria Y; nao é correlacionada serialmente se,
e somente se, p(h) = 0 para todo h > 0.



Estimacédo da funcao de autocorrelacéo

Para uma dada amostra {y:}{_,, a autocorrelagédo (amostral) de defasagem 1
der é

> =N -7 o
A1) =2 — , emaque }_/:BZyz.

> e—y)? =

t=1

Sob algumas condic¢des gerais, p(1) € um estimador consistente de p(1).

Se {Y;} for uma sequéncia independente e identicamente distribuida (iid) e
E(Y?) < oo, entdo p(1) é assintoticamente normal com média 0 e variancia
1/n:

A1)VA ~ N(0,1).

Podemos testar



Estimagéo da fungéo de autocorrelacdo: defasagem h > 0

A autocorrelagdo (amostral) de defasagem h de y; é definida por

S =P n—7¥)
a(h) = =

para 0<h<n-1.

n k]

> ve—y)7

t=1

Se {Y;} for uma sequéncia iid com E(Y?) < oo, entdo p(h) é
assintoticamente normal com média 0 e variancia 1/n para todo inteiro
positivo e fixo h:

p(h)vn =~ N(0,1).

Para h fixo, podemos testar

{HO: p(h)=0
Hi = p(h) #0.

Ver arquivo exemplo_1.r



Modelo ruido branco

Uma série temporal Y; é chamada de ruido branco se {Y;} for uma
sequéncia de variaveis aleatérias ndo correlacionadas e identicamente
distribuidas com média zero e variancia constante e finita (o2).
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Figura 3: Exemplo de uma série temporal ruido branco com o = 1.

Ver arquivo exemplo_2.r



Modelo passeio aleatério

Soma acumulada de variaveis aleatérias s; ndo correlacionadas com
E(et) = 0 e Var(er) = 0° < oo.

Yo=un € Yi=er+ea+---+e=VYi1+e, para t=1,2, ...
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Figura 4: Exemplo de um passeio aleatério gaussianocom y=0e o = 1.

Ver arquivo exemplo_2.r



Modelo autoregressivo de ordem 1

Um modelo autoregressivo de ordem 1, AR(1), é dado por
Yi=pu+od(Yier —p)+er=a+ oY1 +e, com a=pu(1-—¢),

em que ¢; é um ruido branco com média zero e variancia 2.
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Figura 5: Exemplo de uma série temporal AR(1) com ¢ =0,7e o = 1.
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Figura 6: Fungéo de autocorrelagdo do modelo AR(1).

Ver arquivo exemplo_2.r



Modelos de Markov de primeira ordem

Defina Yy.; = (Y4, Ya,..., ;)T como uma colegdo de variaveis aleatorias.
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Figura 7: Um modelo gréfico direcionado de uma cadeia de Markov de primeira ordem.

Note no DAG acima que Y: 1 L Yq.;_1|Y:. Além disso,
T
f(yrrW) = fn W) [ [ felye1, W), com  yyo = (1, ¥e, -, 00
t=2

Exemplo
Considere o modelo dado por

Yi=0¢Yi—1+e, talque E(e)=0 e Var(er)=o

e Para |¢| < 1, temos o modelo autoregressivo de ordem 1; e
e Para ¢ = 1, temos o0 modelo passeio aleatério.



Modelo autoregressivo de ordem 2

Um modelo AR(2) tem a forma

Yi=pu+ d1(Yier — ) + d2(Yieo — ) +er = a+ é1 Y1 + g2 Yieo + &t
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Figura 8: Fungéo de autocorrelagdo do modelo AR(2).

Ver arquivo exemplo_2.r



Modelos de Markov de segunda ordem

Figura 9: Um modelo gréfico de uma cadeia de Markov de segunda ordem.

Note no DAG acima que Yi.1 L Y. 2|(Ys, Yi—1). Além disso,
T
f(Y1.rlW) = f(v, o[ W) [ [ FOelyeet, Yioa, W).
t=3

Exemplo
Considere o modelo autoregressivo de ordem 2 dado por

Yi=¢1Yie1 +¢2Yi2a+er, talque E(s)=0 e Var(e) =07,

com possiveis restrigbes impostas sobre ¢1 e ¢».



Modelos médias moveis

O modelo de médias moveis de ordem 1, ou simplesmente MA(1), é dado
por
Yi=p+0ct_1 + et

O modelo MA(q) é dado por
Ye=p+01e1+- 4 0gct—q+ et

Modelos de médias méveis sdo sempre estacionarios porque sao
combinacdes lineares de uma sequéncia de ruidos brancos.

A autocorrelagéo na defasagem h de um modelo MA(q) é sempre igual a
zero para h > q, isto &, p(h) =0se h > q.

Ver arquivo exemplo_2.r



Modelos ARMA

Um modelo autoregressivo e médias méveis (ARMA) pode ser melhor que
um AR simples ou um MA simples devido ao numero reduzido de parametros
necessarios para se captar a estrutura de dependéncia dos dados.

O modelo ARMA(p, g) é dado por

Yi pto1(Yeer —p) 4+ dp(Yeep — 1) + 01601 + -+ Ogst—q + €t

= at+¢ Y1+ +¢pYip+bigr 1+ +0get—q+ et

A estimagdo do modelo ARMA(p, q) é feita, em geral, pelo método da
maxima verossimilhanga. Disponivel no r através da fungéo arima.



Analise de séries temporais

A verificagao do gréafico da série temporal nos auxilia no seguinte:

Permite verificar tendéncias;

Ajuda a verificar a hip6tese de estacionariedade;

Ajuda a verificar a hip6tese de passeio aleatério; e

Ajuda, em alguns caso, a identificar possivel sazonalidade.

O grafico da funcédo de autocorrelagdo amostral (ACF) nos auxilia no
seguinte:

Analisar o grau de dependéncia da série temporal;
Se houver tendéncia na série, entdo havera muita dependéncia;
Se houver sazonalidade, entao havera padréao ciclico;

Se néo estacionario ou parecido com passeio aleatorio, entdo havera
muita dependéncia;

Se a série for ndo correlacionada (ruido branco), entao todas as
autocorrelagdes sdo préximas de zero.



Modelos em Espaco de Estados

Outra abordagem para modelagem de séries temporais.

As séries temporais nao precisam ser estacionarias!



Modelos em espago de estados

(o0 (0 )00 (0 )—
oo

Figura 10: Um DAG de um modelo em espago de estados.

Defina 81, = (04, 02,...,0;)" como uma colegdo de variaveis aleatérias.

Considera-se que
® Y, sao variaveis observaveis; e
® 01, sdo variaveis ndo observaveis (latentes).

Nestes modelos, temos as seguintes distribuicoes:
e f(Bo|W), priori para o instante inicial;
o f(0¢0:—1,W),t=1,2,..., para a evolugdo dos estados; e
o f(y:|60:, W), t=1,2,..., para as observacoes.



A distribuicdo conjunta é dada por

;
[ 10nl6:w
t=1

f(90701:Tay1:T|w) =

Hf(0,|0t » )] f(6o|W)
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Figura 11: Um DAG de um modelo em espago de estados.

Quando os vértices Y1.r sdo observados, temos que

;
[T 16, w)
t=1

f(60,01.7,y,.7|V) =

;
Hf(0,|e[_1,‘u)] f(6o|W)

t=1



Modelos estaticos

Os modelos estaticos tém uma descri¢ao fixa (através de parametros fixos)
ao longo das unidades de observagao.

e Andlise de regressao,
Yi=fo+ Bz +er, e~ N(0,0).
o Modelos ARMA,
Yi=oa+¢1 Y1+ +pYiptOie1+- - +0gei_qg+er, e ~N(0,0%).

Em séries temporais, essa hip6tese muitas vezes é violada:
as estruturas mudam com a passagem do tempo.



Nesta aula, faz-se uma introdugao aos modelos em espaco de estados.

m A descricao (os parametros) muda(m) com a passagem do tempo.

m Os modelos em espago de estados nos permitem a modelagem da
tendéncia (média) e variancia (volatilidade).

m Os modelos em espaco de estados incluem como casos particulares os
modelos estaticos.

A passagem do tempo traz observagdes e aumenta 0 nosso conhecimento.

Em modelos em espago de estados temos também perda de informacéo
devido a passagem do tempo.

Por exemplo, o nivel de vendas més passado é mais relevante hoje que o
nivel de vendas em janeiro passado.



O modelo de regressao (linear multiplo)

Uma variavel resposta Y é fungdo de um conjunto de variaveis explicativas
zi1,...,Zq através da relagao

Y=00+601z1 4+ -+ 6424+ €.
Em muitos casos, assume-se que £ ~ N (0, o?).
A equacdo acima pode ser compactamente escrita como:
Y=2"60+c¢,

em que
1 0o
Zq 91

Zq ed



A natureza das variaveis explicativas ou regressoras € bastante ampla.
Pode-se utilizar qualquer variavel quantificavel.

Os coeficientes de regressao 6+, . . ., 0y informam sobre a influéncia que os
regressores tém sobre a resposta Y.

Na prética, seus valores sdo desconhecidos e estimados a partir de uma
colegdo de observacodes feitas sobre o0 modelo.

Observamos respostas yi, ..., yr COM seus respectivos regressores
zy,...,Z7. Simbolicamente, temos que

y1:Z;r9+€1, t:1,...,T,

.
emaque z: = (21, Ziy - - -, Z1d) -



Modelo em espaco de estados

Em modelos em espaco de estados os parametros mudam com o
passar do tempo.

O modelo de regressao é estendido para

Yf:Z;rB[+E[, t:1..T

Note a indexacéao de 6.
Esta formulagéo cria uma profuséo de pardmetros a serem estimados.

O modelo necessita de mais informacéo. Essa informacédo vem do fato que
0s parametros sucessivos estao intimamente relacionados.

Por exemplo, um parametro é igual ao seu antecessor mais uma pequena
perturbagéo causada pelas mudangas as quais o sistema esta sujeito.

Se o sistema é estatico, como no modelo de regressao, temos que

0;=6,,=6.



Em modelos em espago de estados, admitimos a forma mais geral dada por
0; = GiOi_1 + wy,

em que
® G; contém valores conhecidos (ou parametros fixos); e
® w; é uma perturbacéo aleatoéria.

A equacédo acima é conhecida como equacao do sistema.

A matriz de evolucao G; controla a parte deterministica da evolugdo do
sistema e estabelece a propagacao do sistema ao longo do tempo.

A perturbacao w; é responsavel pela introdugao de incertezas devidas a
passagem do tempo e consequente perda de informagao.

Note que se G; = I e w; = 0, 0 modelo se reduz ao caso estatico.



Exemplo

Suponha que uma série de vendas possa ser explicada pela respectiva
série de precos através da seguinte relacao:

vendas; =+ [t X prego; + v
mt = 1+ Wi
Bt = PBr—1+ We.

As vendas sao explicadas pelo preco em uma regressao dinamica.

A maior (ou menor) estabilidade dessa relagéo sera controlada pela
magnitude dos incrementos (erros) wy; e way.



Exemplo

Analisaremos a série de vendas mensais de um certo tipo doce no Reino
Unido de janeiro de 1976 a dezembro de 1981. Também utilizaremos a série
de pregos, na escala do logaritmo, deste doce como variavel explicativa.
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9
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0

1976 1977 1978 1079 1980 1981 1082 1976 1977 1978 1979 1080 1081 1982
Mes Més

(a) Vendas (b) Precos

Figura 12: Vendas e logaritmo dos pregcos mensais de um certo tipo doce no Reino
Unido de janeiro de 1976 a dezembro de 1981.

Ver arquivo exemplo_1.r
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