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Modelos em Espaco de Estados

Outra abordagem para modelagem de séries temporais.

As séries temporais nao precisam ser estacionarias!



Modelos em espago de estados
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Figura 1: Um DAG de um modelo em espago de estados.

Defina 81, = (04, 02,...,0;)" como uma colegdo de variaveis aleatérias.

Considera-se que
® Y, sao variaveis observaveis; e
® 01, sdo variaveis ndo observaveis (latentes).

Nestes modelos, temos as seguintes distribuicoes:
e f(Bo|W), priori para o instante inicial;
o f(0¢0:—1,W),t=1,2,..., para a evolugdo dos estados; e
o f(y:|60:, W), t=1,2,..., para as observacoes.



A distribuicdo conjunta é dada por
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Figura 2: Um DAG de um modelo em espaco de estados.

Quando os vértices Y1.r sdo observados, temos que
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Modelos estaticos

Os modelos estaticos tém uma descri¢ao fixa (através de parametros fixos)
ao longo das unidades de observagao.

e Andlise de regressao,
Yi=fo+ Bz +er, e~ N(0,0).
o Modelos ARMA,
Yi=oa+¢1 Y1+ +pYiptOie1+- - +0gei_qg+er, e ~N(0,0%).

Em séries temporais, essa hip6tese muitas vezes é violada:
as estruturas mudam com a passagem do tempo.



Nesta aula, faz-se uma introdugao aos modelos em espaco de estados.

m A descricao (os parametros) muda(m) com a passagem do tempo.

m Os modelos em espago de estados nos permitem a modelagem da
tendéncia (média) e variancia (volatilidade).

m Os modelos em espaco de estados incluem como casos particulares os
modelos estaticos.

A passagem do tempo traz observagdes e aumenta 0 nosso conhecimento.

Em modelos em espago de estados temos também perda de informacéo
devido a passagem do tempo.

Por exemplo, o nivel de vendas més passado é mais relevante hoje que o
nivel de vendas em janeiro passado.



O modelo de regressao (linear multiplo)

Uma variavel resposta Y é fungdo de um conjunto de variaveis explicativas
zi1,...,Zq através da relagao

Y=00+601z1 4+ -+ 6424+ €.
Em muitos casos, assume-se que £ ~ N (0, o?).
A equacdo acima pode ser compactamente escrita como:
Y=2"60+c¢,

em que
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A natureza das variaveis explicativas ou regressoras € bastante ampla.
Pode-se utilizar qualquer variavel quantificavel.

Os coeficientes de regressao 6+, . . ., 0y informam sobre a influéncia que os
regressores tém sobre a resposta Y.

Na prética, seus valores sdo desconhecidos e estimados a partir de uma
colegdo de observacodes feitas sobre o0 modelo.

Observamos respostas yi, ..., yr COM seus respectivos regressores
zy,...,Z7. Simbolicamente, temos que

y1:Z;r9+€1, t:1,...,T,

.
emaque z: = (21, Ziy - - -, Z1d) -



Modelo em espaco de estados

Em modelos em espaco de estados os parametros mudam com o
passar do tempo.

O modelo de regressao é estendido para

Yf:Z;rB[+E[, t:1..T

Note a indexacéao de 6.
Esta formulagéo cria uma profuséo de pardmetros a serem estimados.

O modelo necessita de mais informacéo. Essa informacédo vem do fato que
0s parametros sucessivos estao intimamente relacionados.

Por exemplo, um parametro é igual ao seu antecessor mais uma pequena
perturbagéo causada pelas mudangas as quais o sistema esta sujeito.

Se o sistema é estatico, como no modelo de regressao, temos que

0;=6,,=6.



Em modelos em espago de estados, admitimos a forma mais geral dada por
0; = GiOi_1 + wy,

em que
® G; contém valores conhecidos (ou parametros fixos); e
® w; é uma perturbacéo aleatoéria.

A equacédo acima é conhecida como equacao do sistema.

A matriz de evolucao G; controla a parte deterministica da evolugdo do
sistema e estabelece a propagacao do sistema ao longo do tempo.

A perturbacao w; é responsavel pela introdugao de incertezas devidas a
passagem do tempo e consequente perda de informagao.

Note que se G; = I e w; = 0, 0 modelo se reduz ao caso estatico.



Exemplo

Suponha que uma série de vendas possa ser explicada pela respectiva
série de precos através da seguinte relacao:

vendas; =+ [t X prego; + v
mt = 1+ Wi
Bt = PBr—1+ We.

As vendas sao explicadas pelo preco em uma regressao dinamica.

A maior (ou menor) estabilidade dessa relagéo sera controlada pela
magnitude dos incrementos (erros) wy; e way.



Exemplo

Analisaremos a série de vendas mensais de um certo tipo doce no Reino
Unido de janeiro de 1976 a dezembro de 1981. Também utilizaremos a série
de pregos, na escala do logaritmo, deste doce como variavel explicativa.

Vendas
9

Pregos
0

1976 1977 1978 1079 1980 1981 1082 1976 1977 1978 1979 1080 1081 1982
Mes Més

(a) Vendas (b) Precos

Figura 3: Vendas e logaritmo dos pregos mensais de um certo tipo doce no Reino
Unido de janeiro de 1976 a dezembro de 1981.

Ver arquivo exemplo_1.r



Analise sequencial

A natureza sequencial de séries temporais é devida a obtengdo sequencial
de informagao.

A distribuicdo do estado nos informa como a partir da posteriori de ontem
podemos chegar a priori de hoje.

O método bayesiano nos ensina como combinar a priori de hoje com a
informacdo que acabamos de obter para chegar a posteriori de hoje.

Para amanha e dias futuros, o ciclo se repete.
Em termos probabilisticos, temos que
e = F(O1 | i1, W) = F(Ot | Y1, W) = F(Or | Y1, W) — -+

e também f(y: | y1.1—1, W) como a distribuicdo preditiva.



Suponha que a posteriori, f(6;_1 | y1.1—1, W), no instante t — 1 seja
conhecida. Entao, a priori para o instante t é dada por

f(0r ] y1.-1, W) :/ f(0r] 611, W)(Ot—1 | yr.1—1,W)dO_.
O

Note que utilizamos a distribuicao do estado.

Agora, a posteriori para o instante t é dada via teorema de Bayes por

_ (|0, W)(O1 | y1.1—1, W)

Oy ) == ey

em que
fye |y, W) = [ (0, W)H(O: | Y1.4-1, W)dO:.

01
E possivel descrever a previsdo k passos a frente via f(yi.« | i1, W).

Se 0 modelo em espago de estado for linear e gaussiano, entdo é possivel
obter uma solugéo de forma analitica (condicional a W) da sequéncia acima.



Modelo em espaco de estados linear e gaussiano

O modelo linear pode ser definido como

e Equacao das observacoes:
Y = F?Gt -+ V, Vi ~ J\/’(O, Vp)

e Equacao do sistema:

0; = Gi6;_1 + wy, Wi ~ N(07 w:)

e Priori:
Oy ~ N(mo, Co)

Em geral, supomos que {F:, V;, Gi, W;} sdo conhecidos para todo instante
de tempo t e podem depender de W. Obviamente, precisamos que my e Cy

sejam conhecidos também.

No exemplo anterior, Y; = venda;, F; = (1, prego,) .

1
o-() amn(b ) o me(2)



Filtro de Kalman (condicional a W)

Priori: 60 ~ N(my, Co)
Observagdo: Y;=F/{0:+ v vi ~ N(0, Vi)
Sistema: 0;: = GiOi_1 + w; w; ~ N(0, W)
Informagao: (01 | Y1.t—1) ~ N(my_1, Ci_+)
(6 | ¥1:t—1) ~ N(at, Rt) ar = Gim;_q

Rr = 6101‘_16;r + Wt
Previsdo: Ve | Yii—1) ~ N(fr, Qr) fi=F/ a

Qi = F{ RF: + V;
Posteriori: (91 | }/1;[) ~ /\/’(m;, Ct) m; = a; + Aie;

C:=R — AA Q
et =Yyt — f;
A = RFi/Q




Modelo de tendéncia estavel

E composto apenas de um nivel que varia segundo um passeio aleatério.
O modelo de tendéncia estavel & dado por

Y: = e + Vi, Vi ~ N(O V{)

Mt = pi—t W, wr ~ N (0, Wh).

O nivel permanece localmente constante, mas varia quando se considera
longos periodos de tempo.

Usualmente, a variagao das observagdes em torno dos niveis (medida por
Vi) € bem maior que as variagdes temporais do nivel ao longo do tempo
(medidas por W;).

O modelo de tendéncia estavel é obtido ao particularizar o modelo dindmico
comFi=1e G;=1.



Ry

Figura 4: Um DAG do modelo de tendéncia estavel (condicional a W = (V, W)).

Aplicando a série de vendas, vendas; e {Fi=1,Vi =V, G: =1, W; = W},
temos que

vendas; we + Vi, vi ~ N(0, V)
Wi = -1+ Wy, W~ N(0, W)

Para a série temporal de vendas de doce faremos V; = V e W; = W para
todo t (homocedasticidade; variancias constantes ao longo do tempo).



Modelo de tendéncia estavel
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Més
Figura 5: Vendas mensais de um tipo de doces de janeiro de 1976 a dezembro de
1981.

Ver arquivo exemplo_3.r
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Figura 6: Previsao da média de vendas, (1|y1.:—1). A distribuicéo a priori em t.
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Figura 7: Estimativa da média de vendas, (y|y1.¢). A distribui¢cdo a posteriori em t.
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Figura 8: Previsdo (um passo a frente) das vendas, (y;|y1.t—1).



Modelo de tendéncia linear

A tendéncia linear é quantificada através de um parametro adicional.

O modelo de tendéncia linear é dado por

Vi = mt+w, vi ~ N(0, Vi)
W= -1+ Bi—1 + Wiy
Bt = PBr-1+ wa,

emque w; = (Wﬂ, sz)T ~ ,/\/(0., Wt)

Esse modelo é obtido com F; = ( (1) )eG,: ( 2) 1 )

O nivel permanece localmente linear, mas a forma da reta pode variar com o
tempo.

Para a série de vendas de doce faremos Vi = Ve W;= W = ( (8 002 )
2

para todo t (independéncia e variancias constantes ao longo do tempo).



Modelo de tendéncia linear
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Figura 9: Um DAG do modelo de tendéncia linear (condicional a W = (V, 02, 02)).

Ver arquivo exemplo_4.r
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Figura 10: Previséao da média de vendas, (1¢|y1.;—1). A distribuigdo a priori em ¢.
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Figura 11: Previsdo do crescimento das vendas, (5¢|y1.;—1). A distribui¢gao a priori em
t.
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Figura 12: Estimativa da média de vendas, (1:t|y1.;). A distribuicdo a posteriori em .
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Figura 13: Estimativa do crescimento das vendas, (/;|y1.;). A distribuicao a posteriori
emt.
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Figura 14: Previsdo (um passo a frente) das vendas, (y:|y1.t—1)-



