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Ementa

® Processos estacionarios;

* Modelos ARMA e ARIMA;

® Modelagem e previsdo com processos ARMA;

* Modelos de séries temporais nao estacionarios e sazonal; e
* Modelos em espaco de estados (modelos dinamicos).



Introducao

Uma Série Temporal € um conjunto de observagdes y;, cada uma
observada no tempo especifico t.

Uma série temporal é tempo-discreta se o conjunto de indices de tempo for
um conjunto discreto, por exemplo T = {1,2,3,...}.

Uma série temporal é tempo-continua se as observagdes ocorrem
continuamente em um intervalo de tempo, por exemplo T € [0, 1].

Neste curso trataremos de séries temporais a tempo-discreto.

Utilizaremos o programa R e varios de seus pacotes.
° R:

QOutros programas sao 0 OpenBUGS e 0 JAGS (via pacote rjags do R).
® OpenBUGS:
® JAGS:


https://www.r-project.org/
https://www.mrc-bsu.cam.ac.uk/software/bugs/openbugs/
http://mcmc-jags.sourceforge.net/

Revisdo: alguns conceitos e propriedades

Seja X uma variavel aleatéria continua com fungéo de densidade de
probabilidade f(x).

Momentos ordinarios: -
E(X‘) = / x"f(x)dx.
Definimos ux = E(X) como a média.
Momentos centrais:
B d) = [ (= ) T3
Definimos 0% = E([X — ux]?) como a variancia.

Definimos ox = /02 como desvio padrao.



O coeficiente de assimetria é definido por

S(X) = E ([X— ] 3) _E(X - o)

Ox 0’;

e o coeficiente de curtose por

K(X)=E ([X “X_4> _ B wl)

Ox Ox

A quantidade K(X) — 3 é chamada de excesso de curtose porque
K(X) = 3 para a distribuicio normal’.

Uma distribuigdo com excesso de curtose positivo € dita ter caudas
pesadas (leptocurtica).

Uma distribuicdo com excesso de curtose negativo é dita ter caudas leves
(platicurtica).

'Se X ~ N (p, o?), entdo K(X) = 3.
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Figura 1: Comparagéo das fungdes de densidades de probabilidades da normal,
Laplace e t-Student com 1 grau de liberdade.

® A curtose da Laplace é maior que a curtose da normal.
e A curtose da t-Student? é maior que a curtose da Laplace.

2Distribuicio t-Student com 1 grau de liberdade ou distribuigio de Cauchy.



Momentos amostrais

Suponha que {Xi, Xz, ..., X»} seja uma amostra aleatéria de X com n
observacgdes.

e Média amostral:

e Variancia amostral:

® QO coeficiente de assimetria amostral:

S(X):M com M°— Z;(Xf—Y)S.

3
?ﬁ n—1

® O coeficiente de curtose amostral:

4
KoO=" com m= 1 5" (x-X)*
&4 n—14—i=1

M, ¢=1,2,..., podem ser chamados de momentos centrais amostrais.



Testes de Assimetria e Curtose

Sob a hipoétese de normalidade (a amostra aleatoria é proveniente de uma
distribuicao normal), temos que

S(X) =~ N(0,6/n) e K(X)=~N(3,24/n)
para n “suficientemente grande”.

Dado uma amostra aleatéria {Xi, X, ..., Xn}, para testar a assimetria da
distribuicao dos dados, consideramos

{Ho: S(X)=0
Hy: S(X)#0.

A estatistica da razdo t-Student da assimetria é

7. SX)

~ N(0,1).

%
Y
3>

Rejeitamos H, ao nivel a de significancia se | Tops| > Z1_a /2, €M QUE Z1_4 2
€ o percentil 100(1 — «/2) da distribuigdo normal padrao.



Para testar o excesso de curtose da distribuicdo dos dados, consideramos

{ Ho: K(X)—3=0
Hy: K(X)-3#0.

A estatistica da razao t-Student do excesso de curtose é

_K(X) -3 _
=~z ~ N(0,1).

Rejeitamos H, ao nivel a de significancia se | Tops| > Z1_a 2, €M QUE Z1_q )2
€ o percentil 100(1 — «/2) da distribuigdo normal padrao.



Teste de Normalidade de Jarque-Bera

Considere o seguinte teste de hipdteses:

Hy : A amostra aleatoria é proveniente de uma dist. normal;
H; : A amostra aleatéria nao é proveniente de uma dist. normal.

A estatistica do teste de normalidade de Jarque e Bera é dada por

C8(X) L (K(X) =3
JB— 6/” + 24/n =~ X2,

para n “suficientemente grande”.

Rejeitamos H, (normalidade) se JB > x7_,, em que xi_,, & o percentil
100(1 — «) da distribuicdo x3.

Utilizaremos estes testes - assimetria, curtose e normalidade - ao longo
da disciplina.



Séries temporais

Definicao

Uma série temporal para dados observados {y:} € uma especificagdo da
distribuicao conjunta (ou possivelmente somente de médias e covariancias)
de uma sequéncia de variveis aleatérias { Y;} na qual {y:} é uma
realizacao.

A distribuigdo conjunta de uma sequéncia de variaveis aleatérias
(Y1, Ya,..., Yn) pode ser expressa por

Pr(Yi <y ;Yo<yoi---;Ya<yn), para —oo <y, )o,...,¥n < o0.

Observacao: a distribuicdo conjunta pode conter muitos parametros para
serem estimados!

Uma alternativa é trabalhar com o primeiro e o segundo momentos: E(Y;) e
E(YiYun), t=1,2,...e h=0,1,2,...

A abordagem acima € conhecida como propriedades de segunda ordem.



Exemplo: venda mensal de vinho tinto australiano

Milhares de Litros

T T T T T T T T T 1
1980 1982 1984 1986 1988 1990 1992
Més

® Vendas em quilolitros de jan/1980 a out/1991 (n = 142 observagdes).

* Tendéncia crescente; sazonalidade; altas em julho (inverno); baixas em
janeiro (verao).

Ver arquivo exemplo_01.r



Exemplo: numero de mortes mensais por acidente nos EUA

85 9,5 10,5 11,5
I I I |

Milhares de Mortes
|

75

6,5

T T T T T T 1
1973 1974 1975 1976 1977 1978 1979
Més

® Milhares de mortes de jan/1973 a dez/1978 (n = 72 observagoes).
® Sazonalidade; altas em julho; baixas em fevereiro.

Ver arquivo exemplo_02.r



Exemplo: problema de deteccao de sinal

Sinal e Ruido
|

Tempo

Ver arquivo exemplo_03.r



Exemplo: populacao dos EUA, 1790-1990

Milhdes de Habitantes
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L L L L L |

20
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Ano

Ver arquivo exemplo_04.r



Exemplo: numero de greves por ano nos EUA, 1951-1980

Milhares de Greves

r T T T T T 1
1950 1955 1960 1965 1970 1975 1980
Ano

Ver arquivo exemplo_05.r



Exemplo: modelo ruido branco

Sequéncia de variaveis aleatérias Y; com E(Y;) = 0 (média zero),
Var(Y;) = 02 < oo (variancia constante) e Cov(Y:, Yy 1) = 0 (ndo
correlacionadas) para t = 1,2,... e h > 1. Notagdo: Y; ~ RB(0, o).

Valor Observado
0
|

T T T T T T T T T 1
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
Tempo

Ver arquivo exemplo_06.r



Exemplo: modelo passeio aleatério (x = 30)
Soma acumulada de variaveis aleatérias X; ~ RB(0, 0?) com o < oo.

Yo=p € Yi=pu+Xi+Xo+- -+ Xi=Yim1+ X, para t=1,2,...

Valor Observado
5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55
L

T T T T T T T T T 1
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
Tempo

Ver arquivo exemplo_07.r



Modelos com tendéncia

Recorremos ao exemplo da populagédo dos EUA, 1790-1990.
Apresenta uma tendéncia quadratica (crescente) e ndo existe sazonalidade.

Podemos sugerir um modelo da forma:
Yi=m + ey,

em que & ~ RB(0,02) e m; é uma fungéo (continua) com mudangas suaves.

Para o exemplo acima, podemos sugerir que
m; = Bo + Bit + fat’

e estimar os parametros fo, 51 € B2 por minimos quadrados.
Ver arquivo exemplo_08.r

Tabela 1: Estimativas de minimos quadrados.

Parametro | Estimativa  Erro Padrao  Valor ¢ Valor p
Bo 6,958 1,9985 3,482 0,00266
B4 2,160 0,4184 5,162 0,00005
B2 0,651 0,0185 35223 106




Exemplo: nivel do lago Huron

el

Nivel
9,0 10,0 11,0 120
| | )

8,0

< |
<

T T T T T T T T T T T 1
1870 1880 1890 1900 1910 1920 1930 1940 1950 1960 1970 1980
Ano

® Possivel tendéncia linear decrescente.
® Sugere-se o modelo Y; = m; + e; com my = By + SBit.

Ver arquivo exemplo_09.r



Exemplo: nivel do lago Huron - residuos da regressao linear

0
N

Residuos
0,5
I

-0,5
I
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-25

T T T T T T T T T T T 1
1870 1880 1890 1900 1910 1920 1930 1940 1950 1960 1970 1980
Ano

* \erifica-se a auséncia de tendéncia nos residuos.

® Observa-se certa suavidade dos residuos - indicada por valores
consecutivos somente negativos e outros somente positivos.

(Revise o comportamento de um ruido branco e compare com a série de residuos acima.)



Modelos com sazonalidade via regressao com harmonicos

Suponha que Y;: seja uma série temporal sem tendéncia e com sazonalidade.
Um modelo possivel é dado por:
Y: = st +et,

em que &; ~ RB(0,02) e s; é uma fungéo periddica de t com periodo d
(St—d = St)-
Uma escolha conveniente é dada pela regressdo harménica:

J

st = fo+ Y lajcos(wjt) + ysen(w;t)]
j=1

em que
® fo,ajey, paraj=1,...,J, sdo pardmetros desconhecidos; e
® wj,paraj=1,...,J, sdo frequéncias fixas, cada uma sendo um mdltiplo

inteiro de 27 /d.



Exemplo: numero de mortes mensais por acidente nos EUA

® NUmero de observagdes: n = 72;
® Observagdes mensais;

® Namero de harménicos: J = 2; e
® Periodo: d = 12.

2r 0w 47r_z

=% Cw =15 = 3 Portanto, fazemos

® xq; = cos(wit);

Assim, wy =

® xor = sen(wit);

® x3; = cos(wzt); e

® x4t = sen(wat)
parat=1,...,72.

Finalmente, ajustamos um modelo de regressao por minimos quadrados.

Ver arquivo exemplo_10.r



Modelos com sazonalidade via regressao com variaveis binarias

Novamente, temos que
Yi=5s+e, emaque &~ RB(0,0%).

Agora, seja d a frequéncia sazonal (periodo).

Sejam Dy¢, Doy, . . ., Dg as variaveis binarias sazonais tal que
D; =1, se o d foroj-ésimo periodo .
=5 ) P para j=1,2,...,d.
Dy =0, caso contrario,
Em qualquer tempo t somente uma das variaveis binarias Dy, Doy, . .., Dgt

assume o valor 1 (as restantes 0).
Suponha que d = 12 para dados mensais. Entao,

B1, set =janeiro;
B2, se t =fevereiro;
St = . .

o 12 D
= Zj:15, it

Bi2, se t =dezembro.



Exemplo: numero de mortes mensais por acidente nos EUA

® NUmero de observagdes: n = 72;
® Observagdes mensais;
® Periodo: d = 12.

Finalmente, ajustamos um modelo de regressao por minimos quadrados.

Ver arquivo exemplo_11.r



Modelagem de séries temporais

Examinar as principais caracteristicas de uma séries temporal através de
seu grafico:

e tendéncia;
® sazonalidade;
e qualquer mudanca brusca no comportamento; e
e qualquer valor aberrante (outlier).
Transformar os dados se necessério (log(y), v/¥) ou Box-Cox.

Escolher um (ou varios) modelo(s) para ajustar a série temporal.

Comparar modelos e escolher o melhor ajuste de acordo com um ou mais
critérios (de ajuste e de previsdo).

Previsdo para as séries temporais transformada e original.



Modelos estacionarios e a funcao de autocorrelagao

Definicao
Uma série temporal { Y;} é estritamente estacionaria se a distribuigao
conjunta de (Y3, Yis1, ..., Yiik) foridéntica a ( Yien, Yeri4n, - - Yerken), para

todo t, k e hinteiros positivos.
Agora, focaremos nos momentos de primeira e segunda ordens de {Y;}.
Definicao
Seja { Y:} uma série temporal tal que E(Y;) < co. A fungdo média de {Y:} é
py(t) = E(V1).
A fungao de covariancia de {Y:} é
Yy(r,8) = Cov(Yr, Ys) = E((Yr — uy(r))(Ys — v (s)))

para todos os inteiros r e s.



Definicao

Dizemos que {Y:} é uma série temporal (fracamente) estacionaria se
1. py(t) éindependente de t, e
2. vy(t+ h,t) é independente de t para cada h.

Observacoes
® Uma série temporal {Y;, t =0,+1,+2,...} é estritamente estacionéaria
se (Yi,...,Yn) e (Yign, ..., Yorn) tém a mesma distribuicdo conjunta

para todos os inteiros he n > 0.

® Se {Y:} é estritamente estacionaria com E(Y;) < oo para todo t, entédo
{Y:} também é fracamente estacionaria.

e Sempre que usarmos o termo fung¢édo de covariancia com referéncia a
uma série temporal estacionaria { Y;}, estaremos nos referindo na
verdade a fungao de vy, de uma variavel, definida por

Yy (h) = 4v(0, h) = vy (t + h,t).

~v(.) é chamada de funcédo de autocovariancia e vy (h) como seu
valor na defasagem h.



Definicao
Seja { Y:} uma série temporal estacionaria.
A funcao de autocovariancia (ACVF) de {Y;} na defasagem h é

vy (h) = Cov(Yiin, Yi).

A funcao de autocorrelacao (ACF) de {Y;} na defasagem h é

_v(h)
py(h) = w(0) ~ Cor(Yisn, Y1).



Exemplo: ruido i.i.d.
Se {Yi} é uma série temporal ruido i.i.d. tal que E(Y?) = o2 < oo, entéo
1. E(Y;) =0 paratodo t;e

, se h=0;
2 W(h):{ g se h#0

nao dependem de t. Logo, {Y:} é estacionaria.

Notacéo: Y; ~ ZZD(0, 0?).

Exemplo: ruido branco

Se {Y:} é uma sequéncia de variaveis aleatérias néo correlacionadas, cada
uma com média 0 e variancia o2, entdo claramente {Y;} é estacionaria com

02, se h=0;
W(h)_{ 0, seh0.

Esta sequéncia é chamada de ruido branco.

Notacéo: Y; ~ RB(0,0?).



Exemplo: passeio aleatorio
Se {Y:} é um passeio aleatério com Y, = 0, entdo E(Y;) = 0, isto é,

E(Y) = E(Yo) +E(X;) + - +E(X)=0+0+---+0=0.
Além disso, E(Y?) = to? e vy(h) = to? para todo t e para h > 0, isto &,
yy(h) = Cov(Yesn, Ye) = COV(Yi + Xest + - - + Xean, Y2) = Cov( i, Yi) = to?.

Como ~y(h) depende de ¢, a série temporal {Y;} ndo é estacionaria.



Exemplo: processo médias moveis de ordem 1
Considere o modelo de médias moéveis de ordem 1, MA(1), definido por

Yi =0ct—1+e, t=0,+1,4+2, ...

em que &; ~ RB(0,02) e # é um valor real. Entéo,

E(Y:) = E(Ogi—1+et) =0E(e1—1) + E(er) = 0;
E(Y?) = E([6er1+ed?)
0PE(<21) + 20E(er-1e0) + E(e5) = 0°(1 + 6%);
o?(14+6%), seh=0;
w(h) = %0, se h=+1;
0, se |[h| > 1, pois
(1) = Cov(Yi, Yiy1) = Cov(fer—1 + e, 0et +e141) = 002,

Portanto, {Y:} é estacionaria.
1, se h=0;
A fungéo de autocorrelacéo é py(h) = ¢ 6/(1+6?), se h=+1;
0, se |h| > 1.



Exemplo: processo autoregressivo de ordem 1
Considere o modelo autoregressivo de ordem 1, AR(1), definido por

Yi=¢Yi1+e, t=0,+1,42, ...

em que &; ~ RB(0,02), |¢| < 1 e & é ndo correlacionado com Y; para cada
s < t, entdo

E(Y) = E(¢Yi1 +er) = oE(Yi1) + E(er) = 0 se E(Y:) = E(Yi—1).
yy(h) = Cov(Y:, Yien) = Cov(dYi-1, Yi—n) + Cov(et, Yi—n)
= ¢yv(h—1)+0=¢"v(0).
py(h) = wr(h) _ o\, para h=0,+1,42,... pois vy(h) = vy (—h).
7v(0)
v(0) = Cov(Y:, Vi) = Cov(¢Yi 1 +et,¢Yi1 +er) = ¢°vy(0) + 0°

0.2
= v(0) = T2 com ] < 1.

¢

Portanto, {Y;} € estacionéaria.



Funcéo de autocorrelacdo amostral

Definicao
Sejam {y1, ¥, ..., yn} Observagdes de uma série temporal.

A média amostral é dada por

:\—*

“an

A funcao de autocovariancia amostral é dada por

n—|h|

y(h) = " Z Veen — Y)Yt —Y), —n<h<n.

t=1

A funcéao de autocorrelacao amostral é dada por

shy = 1)
(h)f 500)’ n<h<n.



Observacoes

1.

O divisor n (ndo n — |h|) garante que a matriz de autocovariancias
amostral ', = [3(i — j)]7;=1 seja n&o negativa definida.
Assim como a matriz de autocovariancias amostral, a matriz de

p(i

autocorrelagbes amostral R, = [p(i — j)];—1 é n&o negativa definida.

. As fungdes de autocovariancia e autocorrelacdo amostrais podem ser

calculadas para qualquer conjunto de dados {y1, yz, ..., ¥a} € N80 estao
restritas as séries temporais estacionarias.

O estimador p(h) é tendencioso para p(h). A tendéncia é da ordem de
1/n, 0 que pode ser significativo quando o tamanho amostral n é
pequeno.

Se {Y;} for uma sequéncia i.i.d. com E( Y?) < oo, entdo p(h) é
assintoticamente normal com média 0 e variancia 1/n para todo inteiro
positivo e fixo h, isto é, para n suficientemente grande, temos

Ah)Vn ~ N(0,1).
Podemos testar Hy : p(h) = 0 contra H; : p(h) # 0 para h fixo.



Teste de Portmanteau

Queremos testar Hy : p(1) = p(2) = --- = p(m) = 0 contra H; : p(j) # 0
paraalgumj e {1,2,...,m}.

A estatistica do teste é
* _ m 12 .
Q*(m) = nE j:1[p(/)] , (Box e Pierce).

Sob a hipétese que {Y;} € uma sequéncia i.i.d. com certas condi¢cdes nos
momentos, Q*(m) tem distribui¢céo assintética qui-quadrado com m graus de
liberdade.

Podemos aumentar o poder do teste ao considerar

Q(m) = n(n+2)y"" [f(i)}z, (Ljung e Box).

Rejeitamos Hp se Q(m) > x7, em que x7 é o percentil 100(1 — «) da
distribui¢cdo qui-quadrado com m graus de liberdade.

Na pratica, sugere-se que m ~ In(n).



Exemplo: ACF do ruido branco
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Defasagem

e Estimativa da fungéo de autocorrelagdo para dados simulados de um
processo ruido branco.

Ver arquivo exemplo_12.r



Exemplo: ACF das vendas de vinho tinto australiano

Q_
=

0,6
L

ACF
0,4

< Ll il

0,0

Defasagem
® Estimativa da ACF para os dados de vendas de vinho tinto australiano.
® Com presenga de tendéncia, |p(h)| decrescera devagar a medida que h cresce.
® Com presenga de sazonalidade, |p(h)| terd uma periodicidade igual da série.

Ver arquivo exemplo_13.r



Exemplo: ACF dos residuos da regressao do nivel do lago Huron
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Defasagem

® Uma funcao constante parece ser um modelo inapropriado.
e Autocorrelagdes significativas em trés defasagens.

¢ Exibe um decaimento geométrico. Temos p(1)/p(0) = 0,76 e
p(2)/p(1) = 0,61.
Ver arquivo exemplo_14.r



Estimagédo das componentes de tendéncia e sazonalidade

O modelo de decomposicao classica € dado por
Yi=mi+ St +et, et~ RB(O,UZ).

Trataremos de duas abordagens para remover tendéncia e sazonalidade:
1. estimando m; e si; e
2. aplicando diferengas como, por exemplo, Z; = Y: — Y;_1.



Modelo de tendéncia sem sazonalidade:

Ye=m+er, e~ RB0,0%).

Método 1: estimacao da tendéncia

(a) Suavizacao com um filtro de médias moveis finito. Seja g um inteiro
n&o negativo e considere a média mével de dois lados

1 q
Zt_2q+1j:Z_qYH

do processo {Y:} supondo que Y; = m; + ;.



Entdo, parag<t< n-—q,

q

1 q
] Z m:7,'+ W Z Et—j 2 My,
j= j=—q

se m; for aproximadamente linear no intervalo [t — g, t + g] e se a média dos
erros neste intervalo estiver proxima de zero.

A média moével portanto nos fornece estimativas

q
e = 2q+1:Z

Definimos Y: = Yy parat < 1e Y; = Y, para t > npara poder aplicar a
média mével em todos os dados.



Exemplo: nimero de greves por ano nos EUA
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® Resultado das médias méveis para g = 2.



Residuos

0,
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-05
L
04 -02 0,0
L

J o bl
v T T T T T J — T
1950 1955 1960 1965 1970 1975 1980 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Ano Defasagem

-1,0

Série de residuos (e = y; — M) via médias moveis.
ACF dos residuos (sem dependéncia significativa).

Ver arquivo exemplo_15.r



(b) Suavizacao exponencial. Para qualquer valor fixo « € [0, 1], a média

mével unilateral my, t =1, ..., n é definida pelas recursées
ﬁ"lt = aYt+(1 —Oz)ﬁ'l[_1
ﬁ’l1 = Y1 .

Ver arquivo exemplo_16.r
(c) Ajuste polinomial. Definimos m; como um polinémio em t da forma
me = Bo + Bt + Bot® + -+ + Bit".

O ajuste pode ser feito por minimos quadrados. A série temporal sem
tendéncia é dada pelos residuos da regressao.



Método 2: eliminacao da tendéncia por diferenciagao

O operador diferenca V de primeira ordem (ou defasagem 1) é definido por
VYi=Yi—Yii=(1-B)Y;,

em que B é o operador de defasagem (para tras), BY: = Y;_1.

As poténcias dos operadores acima sao definidas de maneira similar:
* BY; =Y, para j>1;e
e VIV, =V(V'Y,), para j>1 com V°Y;=Y,.

Polinbmios em B e V sdo manipulados de maneira similar as fungdes
polinomiais de variaveis reais. Por exemplo,

VY, = V(VY)=(1-B)(1-B)Y;
(1—2B+B)Y,=Y,—2Yi_1+ Yi_o.

Sem; = ﬁo-l—ﬂﬂ, entaoVmy=my— mi_1 = /30+,31t—(50+/31(t— 1)) = /31.
Se Y; = my 4+ e emque my = Z/L B, entdo a aplicagéo de V* resulta em
VEY: = kiBk + Ve,

um processo estacionario com média k! 3.



Exemplo: populacdao dos EUA, 1790-1990

r T T T T T T T 1
1780 1800 1820 1840 1860 1880 1900 1920 1940 1960 1980 2000

Ano

e Resultado da aplicagdo de duas diferengas sucessivas (Z = V2V)).

Ver arquivo exemplo_17.r



Modelos com tendéncia e sazonalidade

Yi=mi+s+e, e~ RBO,0°%)

o t=1,...,m
® periodo d;
® Stid = St; €
d
* 28 =0.
Método 1: eliminacao via médias méveis

Dado a amostra (y1, ..., ya), @ componente de tendéncia € estimada ao
aplicar um filtro de médias méveis especialmente escolhido para eliminar a
componente de sazonalidade e diminuir o ruido.

Se o periodo d for par (d = 2q), entdo usamos
My = (0,5i—q + Yi—q+1 + - + Virg—1 + 0,5)149)/d, g<t<n-—q.

Se o periodo d for impar, entdo usamos o filiro de médias méveis simples.



O segundo passo é estimar a componente sazonal. Para cada
k=1,...,d, calculamos as médias wy dos desvios

{(Vkjo — Msja), q<k+jd<n—q}

Visto que estes desvios ndo necessariamente somam zero, estimamos a
componente sazonal s, como

d
§k=wk—%Zw/, k=1,...,d
i=1

e§k :gk—d, k > d.
A série com a sazonalidade removida é dada por
Zi=y—8, t=1,...,n

Finalmente, reestimamos a componente de tendéncia por um dos métodos
ja apresentados usando a série z;. A série de ruidos é dada por

a:yi—ﬁn—&, t=1,...,n.

Ver arquivo exemplo_18.r



Método 2: eliminacao por diferenciacao
Defina o operador diferenca de defasagem d como
VaYi=Yi— Yia=(1-B)Y.

Nao confundir com V¢ = (1 — B)“.

Aplicando o operador V4 ao modelo
Ye=m + st + e,
em que {s;} tem periodo d, obtemos
VaYe=m—m_g+ et —era,

que resulta em uma nova série V4 Y; com tendéncia (m; — m;_4) e ruido
(Er — Ezfd).

A componente de tendéncia pode, entao, ser removida pelos métodos
descritos anteriormente, em particular pela aplicagcao da série de poténcias
de V.

Ver arquivo exemplo_19.r



Processos Estacionarios

® Propriedades;

® Processos lineares;

® Introdugdo aos processos ARMA; e

® Previsdo para séries temporais estacionarias.



Propriedades

Ja definimos a fungéo de autocovariancia como
v(h) = cov(Yesn, i), para h=0,41,+2 ...

e também a funcado de autocorrelagdo como

h)
h :L( , para h=0,+1,+2, ...

A funcao de autocorrelagédo é uma medida util para verificar o grau de
dependéncia (linear) entre valores de uma série temporal.

Por isso, a fungéo de autocorrelagdo desempenha um papel importante na
previsdo de valores futuros baseado nos valores passados.



Suponha que {Y:} seja uma série temporal gaussiana e estacionaria, e que
tenhamos observado Y.

Gostariamos de encontrar uma fungéo de Y, que nos forneca o melhor
preditor, segundo o erro quadratico médio (EQM), para Y.

Entéo, de acordo com algumas propriedades, temos
(Yol Ya) ~ N (4 p(h)(yn = 1), o*(1 = p(h)?)),
em que 1 e o2 s&0 a média e a variancia de { Y;}, respectivamente.
Sabemos que a constante ¢ = E( Yy, ) minimiza E([Ynsn — c]?).
Além disso, a fungdo m(Y») que minimiza E([Yn.n — m(Y2)]?) é dada por
m(Yn) = E(YainlYn) = p 4 p(h)(Yn — ).
Logo, o EQM correspodente é dado por

E([Yarn — m(Ya)?) = a°[1 — p(h)?].



Este calculo mostra que pelo menos para séries temporais gaussianas, a
previsdo de Y., em termos de Y, é mais precisa a medida que |p(h)| se
aproxima de 1.

No célculo acima, a hip6tese de normalidade conjunta para Y, e Y., tem
um papel importante.

Para séries temporais com outras distribuigbes conjuntas os calculos sdo
mais complicados.

Entretanto, ao invés de procurar pela melhor funcédo de Y, para prever Y, p,
procuraremos pelo melhor preditor linear:



Entao, o problema é encontrar os valores de a e b que minimizam
E([Yarn — a— bYa]).
Assim, apos os calculos, o melhor preditor linear € dado por
UYn) = p+p(h)(Yn— 1)
com EQM correspodente igual a
E([Yaen — £(Yn)P) = 0*(1 — p(h)?).

Para processos gaussianos, m(Yx) e ¢(Y,) sdo os mesmos.



Em geral, m(Y},) resulta em um menor EQM do que ¢(Y»), pois este é o
melhor de uma grande classe de preditores.

O fato do melhor preditor linear sé depender da média e da fungéo de
autocorrelagédo da série { Y:} significa que esta pode ser calculada sem
maiores conhecimentos da distribui¢do conjunta.

Isto € extremamente importante na pratica dada a dificuldade de se estimar
toda a distribuigdo conjunta e porque é dificil o calculo dos valores
esperados condicionais mesmo quando as distribuicdes forem conhecidas.



Propriedades de +(.)

* v(0) >0,
* |y(h)| < ~(0) para todo h, e
® ~(.) é par, isto &, v(h) = v(—h) para todo h.

Definicao
Uma fungéo real « definida nos inteiros é definida nao negativa se
n . B
Z,j:1afﬁ(/—/)3f‘ 20, (1)
para todos os inteiros positivos n e vetores a = (ay, ..., an)' com valores
reais a.
Teorema

Uma fungéo real definida nos inteiros € uma fungéo de autocovariancia de
uma série temporal estacionaria se, e somente se, ela for par e definida néao
negativa.



(a) Uma fungao de autocorrelagédo tem todas as propriedades de uma
funcéo de autocovariancia e satistaz a condi¢éo adicional p(0) = 1.

Em particular, podemos dizer que p(.) é a fungao de autocorrelagdo de
um processo estaciondrio se, e somente se, p(.) é uma funcéo de
autocovariancia com p(0) = 1.

(b) Para verificar que uma dada fungéo é definida ndo negativa, em geral é
mais simples encontrar um processo estaciondrio que tenha a dada
fungéo como sua fungdo de autocovariancia do que verificar as
condi¢des da Equacao (1) diretamente.

Por exemplo, a fungédo x(h) = cos(wh) é definida ndo negativa visto que
esta é a fungao de autocovariancia do processo estacionario

Y: = Acos(wt) + Bsen(wt),

em que A e B séo variaveis aleatérias ndo correlacionadas, ambas com
média 0 e variancia 1.



Definicao

{Y:} é um série temporal estritamente estacionaria se
(Yiooo Vo) & (Yin oo, Youn) |

para todos os inteiros he n > 1.

O simbolo = é usado para indicar que dois vetores aleatérios tém a mesma
funcao de distribuicdo conjunta.

Propriedades elementares
a. As variaveis aleatorias Y; sdo identicamente distribuidas.
. (Ye, Yeen) T = (Y4, Yayn) T para todos os inteiros t e h.
. {Yi} é fracamente estacionaria se E(Y?) < oo para todo t.
. Estacionariedade fraca nao implica estacionariedade estrita.

® O O T

. Uma sequéncia i.i.d. é estritamente estacionaria.



Uma das maneiras mais simples de se construir uma série temporal { Y;}
que seja estritamente estacionaria (e estacionaria se E(Y?) < co) é “filtrar
uma sequéncia i.i.d. de variaveis aleatorias.

Seja {et} uma sequéncia i.i.d. e defina
Y: = 9(et, t-1,- - ,Et—q)

para alguma fungéo real g(., ..., .). Entdo, Y; é estritamente estacionaria
visto que
T T
(Ef+h7 e 75t+h7q) ~ (€t7 DRI EI—q)

para todo inteiro h.

Segue-se {Y:} é também dependente de ordem q, isto é, Ys e Y; sé@o
independentes sempre que |t — s| > q.

De maneira similar, adotando-se um ponto de vista de segunda ordem,
dizemos que uma série temporal estacionaria é correlacionada de ordem g
se p(h) = 0 sempre que |h| > q.



O processo médias moveis

Modelo
{Y:} é um processo médias méveis de ordem g se

Yi =cet+ O1et—1 + Ooet—2 + - - - + Oget—g (2)
em que e; ~ RB(0,02) e bs,. .. , 04 constantes.

Notacao: Y; ~ MA(q).

E facil verificar que a Equagao (2) define uma série temporal estritamente
estacionaria se ¢; for uma sequéncia i.i.d.

A importancia do processo MA(qg) vem do fato de que todo processo
correlacionado de ordem g é um processo MA(q).

Proposicao

Se {Y:} é uma série temporal estacionaria correlacionada de ordem g com
média 0, entédo esta pode ser representada como um processo MA(q) na
Equagéo (2).



Processos lineares

A classe de modelos de séries temporais lineares fornece uma abordagem
geral para estudar processos estacionarios.

Na verdade, cada processo estacionario de segunda ordem é um processo
linear ou pode ser transformado em um processo linear ao se remover uma
componente deterministica.

Definicéao
A série temporal {Y:} € um processo linear se ela tiver a representagéo
Yi= Zl»ziood}jft—j, paratodo t, 3)

em que ¢ ~ RB(0, %) e {¢;} é uma sequéncia de constantes com

oo
> gl < oo
J=—0o0



Em termos do operador de defasagem B, temos
Y= ¢(B)5t7
em que

w(B)=3_" B

Um processo linear é chamado de médias moéveis (infinito) ou MA(co) se
1; = 0 paratodo j < 0, ou seja,

Y[ = ZI’:O’LZJJ‘EI,/.

Observacao:

A condigao Z,Oi |1j| < oo garante que a soma infinita na Equagao (3)
converge (com probabilidade um), visto que E(|;|) < o e

V<D (ilE(e) < (307 _Iwil) o < oo

. ~ oo )
A mesma condigao garante que E ) z/)f < oo e portanto a série converge
j=—o00
em média quadratica.



Proposicao

Seja ¢; uma série temporal estacionaria com média 0 e fungédo de

autocovarianciay.. Se » = || < oo, entéo a série temporal
j=—o00

V=3 v = w(B)e (4)
€ estacionaria com média 0 e fungdo de autocovariancia
v(h) = Z > e+ — k).
No caso especial em que {:} seja um processo linear,
() =0®3 " diten.

pois k = h+ j resultaem ~.(0) = o°.



Observacao:

A convergéncia absoluta da Equagao (4) implica que os filtros da forma

«a(B) = Z ojB e B(B) = Z ;B com coeficientes absolutamente
(=T . J="00 -

somaveis podem ser aplicados sucessivamente a uma série temporal

estacionaria {e:} para gerar uma nova série temporal estacionaria

o~
Wi = E e,
j=—00

~ [ee) oo
h=> KBk =Y Broj k.
k=—cc j=—o0

Estas relagbes podem ser expressas de forma equivalente como

em que

VV[ = 1/’(B)Et,

em que

¥(B) = a(B)3(B) = B(B)a(B).



Um processo AR(1)

Um processo AR(1) foi definido como uma solugao estacionaria { Y;:} das

equagodes

Yi— oY1 = ¢y, (5)
em que ¢ ~ RB(0,0?), |¢| < 1 e ¢ ndo correlacionados com Ys para cada
s<t

Para mostrar que a solugdo existe e que é a Unica solugao estacionaria da
Equacéo (5), consideraremos o processo linear definido por

V=3 " dery (6)

E facil verificar que o processo (6) é a solucdo da Equagao (5), que também
€ estacionario com média 0 e fungéo de autocovariancia
0_2¢h

_¢2’

wih) =D oo =
j=0

para h > 0.



Para mostrar que a Equacgao (6) é a Unica solugéo estaciondaria da Equagao
(5), consideraremos qualquer solugéo estacionaria { Y;}. Entéo, iterando a
Equacéo (5), obtemos

Yi = ¢Yii+ter
= e +der1+¢° Yo

= e+t + ek + Y.

Se {Y;} é estacionéria, entdo E(Y?) é finito e independente de t, de tal
forma que

({Yf Z e ,} >_ 2“2E(Y,2_k_1)—>o quando K — co.

Isto implica que {Y:} é igual ao limite médio quadréatico de Z(_)ood'a,_,- e
j=

portanto o processo definido pela Equacéo (6) € a unica solugao
estacionaria da Equacéo (5).



Introducdo aos processos ARMA

Os processos ARMA séao definidos por equagdes diferengas lineares com
coeficientes constantes.

Definicao

Uma série temporal { Y;} é um processo ARMA(1,1) se ela for estacionaria e
satisfazer (para todo f)

Yi— oY1 = et + 04, (7)
em que er ~ RB(0,6%) e ¢ + 6 # 0.
Utilizando o operador defasagem B, podemos reescrever 0 processo

ARMA(1,1) como
@(B)Y: = 0(B)et,

em que ¢(B) e 0(B) séo filtros lineares

6(B)=1-0¢B e 0(B)=1-+0B.



Investigaremos os valores de ¢ e 6 para que uma solugdo estacionaria da
Equacéo (7) exista.

Se |¢| < 1, denotaremos por x(z) a expansao em série de poténcias de
1/¢(2), isto &, Z 0¢’zf, que tem coeficientes absolutamente somaveis.
]:

Entdo, x(B)¢(B) =1e
Yt = x(B)0(B)et = y(B)et,

em que

_ Ry 2B2 4 ...

W(B) =) B =(1+¢B+¢" B+ )(1+0B).
Além disso, 10 = 1 ey = (0 + ¢)¢/ " paraj > 1.
Portanto, concluimos que o processo MA(co)
Vet (0490 e

€ a Unica solugéo estacionéria da Equagéo (7).



Agora, suponha que |¢| > 1. Representamos 1/¢(z) como a série de
poténcias de z com coeficientes absolutamente soméveis pela expansdo da
poténcia z~'

1 _ 1 _ (]52 _ o j_—j
o(z)  1—¢z 1 1 Zj:1¢ "
Entao, podemos aplicar o mesmo argumento no caso |¢| < 1 para obter uma
Unica solucéo estacionaria da Equagéo (7).

Seja x(B) = —Z;(zrfsff. Entdo,
Y= X(B)G(B)at = _9¢_1Et - (Q + ¢)Z:1¢_/_16[+]'.

Se ¢ = +1, entdo nao existe uma solucao estacionaria da Equacao (7).

Logo, nao existe um processo ARMA(1,1) com ¢ = +1 de acordo com a
definicao.



Uma solugéo estacionaria das equagdes ARMA(1,1) existe se, e somente se,

o # 1.

Se |¢| < 1, entdo a solugdo estacionaria é Unica. Neste caso, dizemos que
{Y:} é causadora (causal) visto que Y; pode ser expressa em termos dos
valores corrente e passados de 5, s < 1.

Se |¢| > 1, entdo a solugéo estaciondria € Unica. A solugdo é nao
causadora visto que Y; € uma fungdo de s para s > t.

Assim, como a causalidade significa que Y; pode ser expressa em termos de
es para s < t, a invertibilidade significa que e; pode ser expressa em termos
de Ysparas < t



Agora, mostraremos que o processo ARMA(1,1) serda inversivel se 0] < 1.
Seja

N gy
€2) = 5o = 207
que tem coeficientes absolutamente somaveis. Logo,

et = &(B)¢(B) Yt = n(B) Y,

n(B) =" mB = (1 0B+ (~0)B° + (~0)°B° +---)(1 - ¢B).
Os coeficientes 7; podem ser facilimente calculados e, portanto,

¢+9)Z —0Y Yo

Assim, o processo ARMA(1,1) é inversivel visto que &; pode ser expresso em
termos dos valores presente e passados do processo Ys, s < L.

De maneira similar, podemos mostrar que o processo ARMA(1,1) é nao
inversivel se || > 1 visto que

er=—¢0'Yi— (¢+9)Z (=0) 77 V.



Propriedades da média amostral e da funcao de autocorrelagao

Veremos a seguir as propriedades dos estimadores Y de p e 5(h) de v(h), e
consequentemente p(h) de p(h).

Estimacao de 1

O estimador dos momentos da média ;. de um processo estacionario é a
média amostral

_Y1+Y2+"'+Yn
= - .
Este € um estimador nédo tendencioso de p visto que

\Z

E(Y)

1
SEYi+ Yot 4 Y0)

E(Y1)+E(Y2)+---+E(Yn)
n
Pt pt
n =u




O erro quadratico médio (EQM) de Y, é

E([Yo—pl?) = Var(Yy)
= %Z:;Z;;COV(Y/, Y)
= Y -li= i)
- %Z:?n (1 - @) ~(h).
Proposicao

Se {Y:} é uma série temporal estacionaria com média u e fungdo de
autocovariancia v(.), entdo quando n — oo

1. Var(Ys) = E([Yn— u]?) = 0 se ~(n) —0;e
2. nE([Yo—pP) =+ 30, () se 37

bl < oo



Para fazer inferéncia sobre o parametro . usando a média amostral Y,, é
necessario conhecer a distribuicdo ou uma aproximacgao da distribuicdo de
Vn.

Se a série temporal for gaussiana, entao temos

vi¥o-m~ar (030, (1= 1))

E facil construir intervalos de confianca para p usando este resultado se ~(h)
for conhecida.

Intervalos de confianga aproximados podem ser obtidos se tivermos que
estimar v(h) usando as observagdes.

Para varias séries temporais, em particular para modelos lineares e ARMA,

Y, é aproximadamente normal com média . e variancia n™" Z‘h‘ ~v(h)
<oo

para n grande.



Um intervalo de confianga aproximado para . de 95% € dado por

- A2 /2
—1,96%—; 1,967~ ),
(y" Vvn Yot ﬁ)

em que v = Z|m<oo7(h)'

Em geral, v precisa ser estimado. Podemos fazer isso da seguinte forma:

D= Zw«m (1 — @) 3(h).

Para processos ARMA, a aproximagao acima para v € muito boa para n
grande.



Exemplo
Seja {Y:} um processo AR(1) com média 1, definido por

Ye=p+ (Vi — p) + e,
em que |¢| < 1eer ~ RB(0,5°).

¢\h\ 2

Sabemos que y(h) = 1= portanto

2

v=(1+23" 4" F = TP

Entao, outro intervalo de confianga aproximado para p é dado por

g

<7n—1796m y,+ 1,96

m)'



Estimacao de ~(.) e p(.)

Como ja vimos, a fungao de autocovariancia amostral é dada por
~ 1 -1l < -
A(h) = EZI:1 (Yesgp — Yn)(Ye — Yn)

e a fungdo de autocorrelagdo amostral por

-~ 7(h)
h - =~
"=50
Os estimadores 7(h) e p(h) séo tendenciosos para (h) e p(h)
respectivamente. Isto ocorre mesmo se utilizarmos o divisor (n — h).

Entretanto, o viés tende rapidamente a zero a medida que o tamanho da
amostra cresce.

Vale lembrar que o divisor n garante que as matrizes T e R (k > 1) sdo nao
negativas definidas.



A funcao de autocorrelagido tem um papel importante na escolha de modelos
apropriados para os dados.

Para inferir sobre o valor de p(h), precisamos conhecer a distribuicéo de
p(h). E possivel mostrar que

/p\k ~ Nk(pkv n71 W)7

em que p, = (p(1),..., p(k))T e W é a matriz de covariancias cujo elemento
(1,) é dado pela féormula de Bartlett,

wi = > {plk+i)plk+j) + plk = i)p(k + ) + 20(1)p(i) (k)
=2p()p(K)p(k + ) — 2p(/)p(K)p(k + )}.
Esta pode ser reescrita como
wj = Z; [o(k + 1) + p(k — i) = 2p(I)p(K)][p(k + ) + p(k — ) = 2p(J)p(K)],

que é uma forma mais conveniente para os calculos computacionais.



Exemplo
, entéo p(h) = 0 para |h| > 0. Logo,

W — 1, sei=j;
Y71 0, caso contrario.

Para ngrande, p(1),. .., p(h) sdo aproximadamente normais independentes
e identicamente distribuidas com média 0 e variancia 1/n.

Este resultado é a base dos testes que os dados sdo gerados por um
processo i.i.d. utilizando a fungéo de autocorrelagao.



Exemplo
, isto é,

Yi=¢et+ 04, t=0,+1,+2,...
em que g; ~ RB(0,02), entdo

wo— {18021 +4p%(1), sei=1;
T 14+ 20%(1), sei>1.

¢ a variancia aproximada de +/n(p(i/) — p(i)) para n grande.



A fungdo de autocorrelagéo é
1, se h=0;
p(h) =< 0/(1+6%), seh==+1;
0, se |h| > 1.
Se 6§ = —0,8, entdo p(1) = —0,8/(1 + (-0, 8)?) ~ —0, 4878049.

Para uma determinada série artificial de tamanho n = 200, obtemos
p(1) = —0,4258. Logo, além do teste de hipétese para um sequéncia i.i.d.,
podemos testar a hipotese de que os dados seguem um processo MA(1).

Por exemplo,
ICoses(p(1)) = (p(1)+1,96n""2(1 —35%(1) +45'(1))"?)
= (-0,5321; -0,3196).
ICese(p(2)) = (p(2)+1,96n""/2(1+25%(1))
(

—0,1915; 0,1321).



Figura 2: Funcéo de autocorrelagdo amostral para 200 observagdes de um processo

MA(1).

ACF
0.2

06 08 1.0

0.4

0.0

-0.4 -0.2

Defasagem

Ver arquivo exemplo_20.r



Exemplo

Yi=¢Yio1 + et
em que e; ~ RB(0,02) e 4| < 1, temos
ZL:1¢ZI(¢—k B ¢k)2 i Z:i+1¢2k(¢—i B ¢i)2
(1)1 +6%)(1 = ¢°)7' —2i¢", i=1.2...

Ao estimar um modelo AR(1) para os dados do lago Huron (série sem
tendéncia) obtemos ¢ = 0, 791.

Wi

Entéo, suponha que o modelo correto seja dado por
Y: =0,791Y;_1 +e1.
O intervalo de confianga é calculado como

p(i)£1,96n""2w!/?  para ¢ =0,791.
n



Func&o de Autocorrelacédo

-02 00 02 04 06 08 1.0

-0.6

*  ACF do modelo
—— ACF amostral
- - ICde95%

Defasagem

Ver arquivo exemplo_21.r




Previsdo para séries temporais estacionarias

Considere o problema de previsdo dos valores Y5, h > 0, de uma série
temporal estacionaria com média ;. e fungdo de autocovariancia v(.) em
termos dos valores { Y, ..., Y1}

O objetivo é encontrar uma combinacao linear de 1, Yy, ..., Y, que preveja
Ys+n cOm erro quadratico médio minimo.

O melhor previsor linear sera denotado por
PnYn+h:aO+a1Yn+"’+anY1-

Precisamos encontrar os valores de ay, ay, . . ., @, que minimize

S(a,...,a) = E ([Y,H,,—ao A Yy a,,Y1]2)

E ([Yn+h —a — Z; a Yn+17f]2) .

Primeiro, calculamos

88(30, ceey an)

=0 j=0,1,...,n.
83/ ) para j » 0 7n



O que resulta em

E (Yn+h —a — Z;a/ Yn+1—i) =0, para j=0;

E ([Yn+h —ap — 2:7:1ai Yn+17i] Yn+1fj) =0, para j=1,...

Segue-se que

a=pu (1 — 27:1 ai) e Than=,(h),

em que
a, = (a,...,an’,
M = [i-Ni= e
o) = (y(h),v(h+1),...,9(h+n—=1)".
Assim,

n
PoYoin=p+ Zl_:1 ai(Yor1—i — 1)

com a, satisfazendo a Equagéo (8).



Finalmente, o erro quadratico médio de previsao é dada por
E ([YM - ann+,,]2) = (0)-2>"" an(h+i-1)
> Zl; aiapy (i —J)
= 7(0) — ayv,(h).
Propriedades de P, Ypih:
- PoYon=p+ Z; ai(Yos1—i — ).

. E ([Yn+h — Py Yn+h]2) = 'Y(O) - arT'Yn(h)‘
E(YIH»h - PnYn+h) - O
CE([Yash— PaYorr]Y) =0,/ =1,....n.

—_

IS



Exemplo
Considere a previsdo um passo a frente de um modelo AR(1) definido por

Yi=¢Y1+e, t=0+1,42, ...
emque |¢| < 1eer ~RB(0,0?).
O melhor preditor linear de Y,.1 emtermos de {1, Yy,..., Y1}, paran>1¢é
PiYni1 =a, Yn

emque Yo=(Yn,...,Y:) e

1 (b ¢2 ¢f771 a
o 1 o o 0 |a| |
¢n.71 ¢n-72 ¢ . . 1 a'n QZ;"

A solugédo da equacéo acima é a, = (9,0, ..., O)T.



Assim, o melhor preditor linear de Y ;1 emtermosde {Yi,...,Yn} é
Pn Yn+1 - ¢Yn,

com erro médio quadratico
2
E([Yas1 = PaYaeil®) = 9(0) = a5 (1) = 175 — (1) = 0%



Definicao
{Y:} é um processo ARMA(p, g) se {Y:} é estacionario e se para cada ¢
Ye—¢1Yi1 — - —@pYip =t + O16t-1 + - - + 0gct—q 9)

em que &; ~ RB(0,02) e os polinémios (1 — ¢1z —--- — pp2z°) e
(1 +61z+ -+ 0427 ndo tenham fatores comuns.

Dizemos que {Y;} € um processo ARMA(p, g) com média n se {Y; — u} for
um processo ARMA(p, q).

QOutra forma de escrever o modelo é
®(B)Y; = ©(B)e;
em que
P(2)=1—¢1z— - —¢p2’ e O(2)=1+01z+---+0q2°.

Lembre-se que B é o operador defasagem, isto &, B'Y; = Yi—j para
j=0,%+1,....



O processo AR(p) & um caso particular do ARMA(p, g) quando g = 0 tal que
O(z) =1.

O processo MA(q) € um caso particular do ARMA(p, q) quando p = 0 tal que
d(z) =1.

Como a definigdo exige que o processo seja estacionario, restrigdes sdo
impostas aos valores dos parametros.

Uma solucao estacionaria da Equacao (9) existe (e é também uma solugao
estacionaria Unica) se, e somente se,

O(z)=1—¢1z— - —¢pz’ #0, paratodo |z|]=1.
Se z = a+ bi € um nimero complexo, entéao |z| = V& + b>.

A regiao definida pelo conjunto de nimeros complexos z tal que |z] =1 é
chamada de circulo unitario.



Um processo ARMA(p, q) {Y:} é causador, ou uma funcao causadora de
{et}, se existe constantes {v;} tal que Z/_OW <ocoe
Yi = Zl_:ow,at_, para todo t.
Causalidade é equivalente a condicao
O(2)=1—¢1z—---— ¢pz’" #0, paratodo |z| < 1.

Um processo ARMA(p, q) é inversivel se existem constantes {¢;} tal que
ijolw\ <oce

et = Z/:o‘pf Y:_; paratodo ¢t
Invertibilidade é equivalente a condigao

O(2) =1+061z+---+0gz° #0, paratodo |z] <1.



Exemplo
Considere o processo ARMA(1,1) {Y;} satisfazendo as equagbes

Y, —0,5Y; 1 =et+0,4e,_1, e~ RB(0,5°).

Araizde ®(z) =1 — 0,5z é 2 (fora do circulo unitario). Portanto o
processo ARMA acima é unico.

Como ®(z) # 0 para todo |z| < 1, 0 processo é também causador.

Entéo, podemos escrever {Y:} como um processo MA(co). Quais os
coeficientes?

Yo=1e;=(0,4+0,5)(0,5/"", j=1,2,...

O polinbmio MA, ©(z) =1+ 0,4z, tem raiz —2,5. Logo, { Y} é inversivel.
Quais os coeficientes?

po=1e g =—(0,4+05)(-0,4Y", j=1,2,...



Exemplo
Seja {Y:} um processo AR(2),

Y, =0,7Y1—0,1Yi o +er, &~ RB0,0%).

Entéo, temos ®(z) =1 - 0,72+ 0,1z = (1 — 0,5z)(1 — 0,2z). Como as
raizes (2 e 5) estéo fora do circulo unitario o processo é causador.

Exemplo
Considere o processo ARMA(2,1) {Y;} satisfazendo as equagbes

Y:—0,75Yi_1 +0,5625Y;_» = &+ 1,25e:_1, & ~ RB(0,5%).

O polinémio ®(z) = 1 — 0,75z + 0,56252° tem zeros em z = (2/3 +i2/V/3),
que ficam fora do circulo unitério. Portanto, o processo é causador.

O polinémio MA, ©(z) = 1 + 1,25z tem zero em -0,8. Logo, {Y:} nao é
inversivel.



Célculo da fungao de autocorrelacao

Determinaremos a fungdo de autocovariancia de um processo causador
ARMA(p, g) definido por

®(B)Y: =O(B)er, et~ RB(0,02),
emqued(z)=(1 —p1z— - —$p2’) e O(2) = (1 + 01z + - - - + 0429).

A série é causadora por hipotese, logo

o0
Yi= Z/,:Owj&f/,
em que

) )
S = . l<t

Primeiro método -
(h) = E(YienY0) = 0% ditdyim-



Exemplo
O processo ARMA(1,1) é dado por

Yi —¢Yioi =er+ 051, e~ RB(0,0°)
com |¢| < 1.

A fungao de autocorrelagéao é dada por
o Ny ] 2
S =t [0+ 0P Y] =t 1+ QR

1T— 42
o?Y e = 0% [0+ 6+ (6 +0)°0)_ " 07|

0+ ¢)?
(1_¢22¢} R

yh) = ¢" (1), hx2

2

=
=

=
Il

2

=~
—

=
Il

o? [9+¢+



Exemplo
Para o processo MA(Q)

Yi=cet+ 01601+ +0get_q, et~ RB(0,0%),

temos
q—|h|
by =4 0° 2 0, selhl<aq,
j=0
0, se |h| > q.

em que 6y = 1 por definigao.

Logo, a fungéo de autocovariancia de um processo MA(q) é zero para
defasagens maiores do que g.

Lembre-se que um resultado anterior garante que todo processo
estacionario de média zero com correlagdes zero para defasagens maiores
do que g pode ser representado por um processo médias moveis.



Segundo método

Se multiplicarmos ambos os lados da equagéo
Yi—$1Ye1 — - —¢pYip =t + 01611 + -+ 0gct—q

por Yi—x, Kk =0,1,2,... e calcular os valores esperados de ambos os lados,
encontraremos que

Y(K) = vk =1) = = gpy(k—p) = 0° > Ok, 0O<hk<m
j=0
e
V(k)_¢17(k_1)_"'_¢Pry(k_p):07 k>m7 (10)

emque m=max(p,q+1),¢; =0paraj< 0,0, =1e6; =0para
j#10,....q)



Exemplo
O processo ARMA(1,1) é dado por

Yi— oY1 =ei+0e-1, e~ RB(0,5%)
com |¢| < 1.
Como m = max(p, g + 1) = max(1,2) = 2, temos

Y(0) — ¢y(1) = c®’(1 +6(0 + ¢)), k=0
(1) = ¢y(0) = 020, k=1
(k) — ¢y(k—1) =0, k> 2.

A solugéo do sistema acima é a mesma da primeira abordagem.



Terceiro método

As autocovariancias podem ser encontradas resolvendo as p + 1 primeiras

equagodes
Y(k) = p1y(k =1) = — dpy(k — p) = UZZFSOH’(HW 0<k<m
e
v(k) — p1y(k —1) — - —dpy(k—p) =0, k=m,
para v(0),~v(1),...,v(p) e entdo usar as equagdes subsequentes para

encontrar y(p+ 1),v(p+ 2), ...

Este € um método conveniente para o calculo numérico das
autocovariancias ~y(h).



Funcéo de autocorrelacéo

A funcao de autocorrelagdo de um processo ARMA(p, q) pode ser
encontrada diretamente de sua fungéo de autocovariancia, isto é,

h)

py = 2

=30

De maneira andloga, dado um conjunto de observagdes {y1, ¥z,...,¥n}, @

fungcéo de autocorrelagdo amostral € dada por

sy = 10

7(0)



A funcéo de autocorrelacao parcial

A funcao de autocorrelacao parcial (PACF, abreviagédo do inglés) de um
processo ARMA {Y;} é a fungdo definida pelas equagdes

a0) = 1, e
alh) = ¢m, h=1,

em que ¢pp € a Ultima componente de
éh=Tp v,
o=y = D7 = € v =[r(1),7(2), ..., v (]



Considere os seguintes modelos autoregressivos:

Yi = po1+d11Yi—1 +en
Yi = o2+ 121+ de2Yio+ e
Yi = s+ ¢13Yi—1+d23Yio+ ¢33Yioz+ear

em que po,j, ¢ij € jr Sao, respectivamente, o termo constante, o coeficiente
de Y;_; e o termo de erro de um modelo AR(j).

Podemos estimar tudo por minimos quadrados (mdltiplo) e aplicar um teste
F parcial.

A estimativa de ¢+ 1 da primeira equagéo é chamada de PACF amostral de
defasagem 1 de Y:.

A estimativa de ¢ » da segunda equagéo é chamada de PACF amostral de
defasagem 2 de Y;.

A estimativa de gz%,g da terceira equagao é chamada de PACF amostral de
defasagem 3 de Y;. (E assim por diante.)



A PACF de defasagem 2 ¢, » mostra a contribuigdo de Y;_, adicionada a Y;
sobre 0 modelo AR(1) Y: = u + ¢1Yi—1 + 1.

A PACF de defasagem 3 1133,3 mostra a contribui¢cdo de Y;_3 adicionada a Y;
sobre o modelo AR(2) Y; = p + ¢1Yi—1 + ¢2Yi—2 + &r. (E assim por diante.)

Portanto, para um modelo AR(p), a PACF amostral de defasagem p ndo deve
ser zero.

Mas ¢; ; deve estar perto de zero para todo j > p.
Utilizamos esta propriedade para determinar a ordem p.

Para um modelo AR(p) gaussiano estacionario, pode ser mostrado que a
PACF amostral tem as seguintes propriedades:
* ¢pp coNverge para ¢, quando o tamanho da amostra n tende ao infinito.
° (gk,k converge para zero para todo k > p.
e A variancia assintética de ¢y x é 1/n para k > p.



Para qualquer conjunto de observacdes {y1, ..., ¥n} com y; # y; para algum
i e j, a PACF da amostral é dada por

a(0) = 1, e
athy = om, h>1,
em que &, é a Ultima componente de
on = F,ﬂ%-
Pode ser mostrado que ¢n, € a correlagéo entre os erros de previséo

Yh—P(Yh|Y1,...,Y/-,_1) e Yo—P(Y0|Y1,...,Yh_1).



Exemplo
Para um processo AR(p) causador definido por

Yi— 11— —¢pYep=cer, e ~RB0,0°),

sabemos que para h > p o melhor preditor linear de Y,1 em termos de
1,Y,...,Yné _

Yot =¢o+ d1Yn+ d2Yn1 + -+ ¢dpYhi1—p.
Como o coeficiente ¢n, de Y; é ¢p se h=pe 0se h> p, concluimos que a
PACF «(.) do processo {Y:} tem a propriedade

a(p) = ¢P7 €
a(h) = 0, para h>p.
Exemplo
Para o processo MA(1), pode ser mostrado que a PACF na defasagem h é
—p)h
a(h) = m = — A1)

(1+62+ - +620)

Ver arquivo exemplo_22.r



Previsdo: o algoritmo das inovacdes

Este algoritmo é aplicavel a todas as séries temporais com segundo
momento finito sendo estas estacionarias ou nao.

Suponha que {Y;} seja uma série temporal com média zero e E|Y;|?
paracadate

< o0

E(Y)Y) = w(i.J).

Introduzimos aqui uma notagao para os melhores previsores um passo a
frente e seus erros quadraticos médios:

o _J 0 sen=1; _ _ 2
Y”_{ Po1Yn, sen=23,..., ° V”_E([Y”“ P”Y"“])'

Introduzimos também as inovacdes ou erros de previsdo um passo a frente,

Up= Yy~ Yo



Em termos dos vetores U, = (Us,...,U,)" e Yo =(Y4,..., Ya)" as Gltimas
equagdes podem ser escritas como

Un == An Yn
1 0 0 07
a1 1 0 0
A, = az a1 1 0
: 0
an—1,n—1 an—1,n—2 an—1,n—3 o 1_

Isto implica que A, é néo singular com inversa C, da forma

1 0 0 0]
011 1 0 0
C,— 022 021 1 0
) . ) 0
1

6‘n—1,n71 6n71,n72 9n71,n73 i



O vetor de previsores um passo a frente Y,= (Y1,PiYa,...,Pn_1Y,)T pode
SEer expresso por

?n: Yn—Un:CnUn—Un:en(Yn_?n) (11)
em que
0 0 0 0
011 0 0 0
o,— | 0= 021 0 0
: : : 0
en—1,n71 9/7—1,/772 0n—1,n73 O

(com zeros na diagonal tal que C, £ ©,) e

Yo=Cn(Yn—Y,).



A Equacéao (11) pode ser reescrita como

~ 0, sen=0;
Y = n o
1 21:10nj(yn+1—j— Yn+1_j), sen= 172,...,

da qual os previsores um passo a frente Yi, Y, ... podem ser calculados
recursivamente uma vez definidos os valores dos coeficientes 6.

O algoritmo a seguir gera estes coeficientes e os erros quadraticos médios
vi = E([Yiz1 — Yi1]?), comegando com as covariancias (i, f).

O algoritmo das inovagoes

Os coeficientes 6p1, . . ., Onn podem ser calculados recursivamente das
equagodes
vo = x(1,1),
_ k—1
Onnk = v <K(n+ 1,k+1)— ijo ek,k_,en,n_,u,) ,  0<k<n,

n—1
Ve = H(n+1,n+1)—zj:0 0 n_ V-



Previsdo de processos ARMA

O algoritmo das inovagdes nos fornece um método para previsao em
processos ARMA(p, q)

®(B)Y: =0O(B)er, et~ RB(0,0%),
sendo possivel uma simplificagdo do mesmo.
Para isso, aplicaremos o algoritmo a série transformada W; dada por

Wi =o'Y,, set=1,...,m,
Wi =o""0(B)Y; set>m

em que m = max(p, q).
Para facilitar a notacéo, fagamos 6y =1 e 6, =0paraj > q.

A fungdo de autocovariancia pode ser calculada com um dos métodos
descritos anteriormente.



Assim, as autocovariancias (i, j) = E(W;W)), i,j > 1, podem ser calculadas
da seguite forma:

o 2yy(i— ), 1<i,j<m,

o2 [ayli =) = 320 e (r—1i— )], min(i,j) < m < max(i, j) < 2m,
i) =9 & o

Zgrorﬂr—/h min(i,j) > m,

r=0

0, caso contrario.

Aplicando os algoritmo das inovagbes ao processo W;, obtemos
— n —
Whit = Zj:19nj(wn+1—j — Whi—j), 1<n<m,
Iy 5 -
Whit = Zl.:ﬂnj(wnﬂfj ~Whij), n=m,

em que os coeficientes 6,,; e os erros quadraticos médios
rn = E([Why1 — W,14]?) so encontrados recursivamente utilizando o

algoritmo das inovagoes.

Os previsores um passo a frente de Wy.1 € Y1 sdo dados por

Wn+1 =P, Wn+1 e ?,Hq =P, Yn+1.



Usando a linearidade de P: temos que
W =o'V, set=1,...,m
We=o" [Vim61Yios == 6pYisp|, set>m

e, consequentemente,

YI—T’,:J(WI—Wt), paratodo t>1.

Substituindo (W; — VAVt) por o~ (Y; — V,) nas equacdes de (i, j) e de Wi,
finalmente obtemos

n —~
N 2,719n/(yn+17j —Yo1oj), 1<n<m
Yo = = q ~
$1 Yo+ + dpYnri—p+ Zj:19nj(yn+1fj = Yor1—j), n=m,

e
E(Vas1 — Yaur]?) = 02E((Was1 — Wai?) = o°ra

em que 0, e r; séo obtidos através do algoritmo das inovagoes.



ARMA(p, q): Andlise e Previsao

Estimacao dos coeficientes autoregressivos ¢1, ¢z, . . ., ¢p.
Estimacgao dos coeficientes médias moveis 01,02, ..., 0.
Estimagao da variancia (¢2) do ruido branco.

Escolher a ordem p e g do modelo ARMA utilizando critérios de selecao
baseados na fungéo de verossimilhanga mais uma penalizagao: AIC, BIC e
AICC.

Em geral, podemos trabalhar com processos ARMA com média zero:
®(B)Y: =0O(B)et, et~ RB(0,0%).

Suponha que {Y:} seja um série temporal gaussiana com média zero e
funcéo de autocovariancia

w(i,j) = E(Y}Y)).



Seja Yo=(Y1,....Yn) eseja¥o=(Ys,...,Y:)Temque ¥; =0e
Vi =E(Y|Yi,.., Vi) = Py, 22
Denotaremos por ', a matriz de covariancia I, = E(Y, Y, ).

Suponha que I'; seja ndo singular. Entao, a funcao de verossimilhanga é
dada por

L(Fp) = (27) "2|Tn| " ? exp (-% Y r,' Yn) . (12)
O célculo direto de |Is| e T, ' podem ser evitados.

Para isto se utiliza os erros de previsdo um passo a frente Y; — Y, e suas
variancias vj_1, f = 1,..., n. Ambos podem ser calculados através do
algoritmo das inovagoes.



Do algoritmo das inovagdes, temos
Yn=Cn(Yn— Yn).

Pode ser mostrado que as componentes de (Y, — Y,) s&o néo
correlacionadas.

Logo, (Y — )7,,) tem matriz de covariancia diagonal dada por
D, = diag{llo, ..y Vn—1q }
Logo, M, = C,D,C; ,

YT Vo= (Ya— Vo) CiTy Ca(Yn— Vo) =Y (Y~ )/

j=1

|F,7\ = ‘Cn|2\Dn\ = VoV1 - Vnp-1.

A fungéo de verossimilhanga dada na Equacgéo (12) do vetor Y, se reduz a

—1/2 R
_ —n - 1 n (Y- Y')2
L(Fn) = (2m) " (/11 Vj—1> exp <_2 j=1 ]1//1}> ' (13)



Teremos {Y:} como um processo ARMA(p, g) e, portanto, I, pode ser
expresso em termos de um numero finito de pardmetros desconhecidos.

Logo, o estimador de maxima verossimilhanga dos parametros séo aqueles
valores que maximizam a fungéo L(I,) para uma série observada.

Recorremos a métodos numéricos para encontrar as estimativas de maxima
verossimilhanga.

No programa R utilizaremos a fungdo arima.



Selecao de modelos

AIC = —2logL(Fy) + 2k

= —2logL($,0,0°)+2(p+q+1)
BIC = —2logL(I)+ klog(n)

= —2logL(®,0,6°) + (p+q+1)log(n)
AICC = —2logl(®,0,0%)+2 PFHaF1)N

(n-p-qg-2)
Devemos escolher, em geral, p, q, ®, and ©4 que minimizam o valor do AIC.
O mesmo vale se usarmos o BIC e o AICC.



Intervalo de confianga para os coeficientes

Para um tamanho de amostra grande o estimador de maxima
verossimilhanga 3 de

ﬁ:(¢17...,¢p,01>-“79(7)

tem distribuicdo aproximadamente normal com média 3 e matriz de
covariancia n="' V().

A matriz de covariancia n~' V(8) pode ser aproximada por 2H~'(3), em que
H é a matriz hessiana:
{82 log L(3, 02)] pra
9Bi0pB;

As variancias e covariancias podem ser usadas para construir intervalos de
confianga.

i,j=1

Entéo, para uma amostra grande de um processo ARMA(p, q) temos
B~ N(B,n"'V(B)).

Ver arquivo exemplo_23.r



ARIMA(p, d, q) para séries nao estacionarias

Os processos ARIMA se reduzem aos processos ARMA quando diferengas
finitas sdo aplicadas varias vezes.

Definicao
Se d é um inteiro ndo negativo, entdo { Y;} € um processo ARIMA(p, d, q) se
W: = (1 — B)?Y; for um processo ARMA(p, g) causador.

Uma outra maneira de representar o processo ARIMA(p, d, q) é

®(B)(1 — B)?Y: = ©(B)er, et~ RB(0,0°).



SARIMA(p, d, q)(P, D, Q): o ARIMA com sazonalidade estocastica

Definicao

Se d e D séo inteiros ndo negativos, entéo {Y:} é um processo
ARIMA(p, d, q)(P, D, Q) sazonal com periodo s se a série diferenciada
W: = (1 — B)¥(1 — B%)PY; é um processo ARMA causador definido por

®(B)P(B)W: = ©(B)O(B)er, e ~ RB(0,0%),
emque ®(2) =1 — g1z — - — ¢p2°, &(2) =1 — g1z — - — §p2°,
O(2)=1+4601z4+ - +0427€O(2) =1+ 012+ --- + 042°.
Por exemplo, se s =12 e P = 2, entdo
O(B?)=1—1BZ — 4B e O(B?)Wi= W — g1 W12 — poWi_24.

Os modelos ARIMA sazonal permitem aleatoriedade no padrao sazonal da
série temporal de um ciclo para o outro. Isto é diferente do modelo aditivo
Ye=mi+ St + et



Regresséo com erros ARMA (ARMAX)

O modelo de regressao com erros ARMA é definido por
Yi=00+ B1 Xt + -+ BuXe + Wi, Wi ~ ARMA(p, q),
com médiazeroeparat=1,2,...,n.
Podemos reescrever o modelo como
®(B)Y: — X{ B=0(B)er, e~ RB(0,0?),
emaque Xy = (1, Xir, Xor, ..., Xut) " € B = (Bo, B1,-..,Bk) "

Ver arquivo exemplo_24.r



Modelos em Espaco de Estados

Outra abordagem para modelagem de séries temporais.

As séries temporais nao precisam ser estacionarias!



Modelos

As formas basicas que englobam parte dos modelos sédo as seguintes:
e modelos de tendéncia;
e modelos de sazonalidade (ou ciclos sistematicos); e
e modelos de variaveis causais (ou regressores).

Combinacdes dessas formas fornecem modelos para as seguintes séries:
¢ financeiras (vendas, estoque);
¢ industriais (producao, capacidade operativa);
e agricolas (produgéo de leite, mercado de carnes);
* médicas (monitoragdo de 6rgdos); e
® sociais (acidentes, nascimentos).



Cotacdo de mercado

44

43

42

41

40

39

T T T T T T T
1990.0 1990.4 1990.8 1991.2 1991.6 1992.0
Semana

Figura 3: Série de cotagéo do mercado (1990:1-1991:52).

Ver arquivo exemplo_25.r



Namero de feridos por acidente
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3500

T T T T T T T T
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Trimestre

Figura 4: Numero de feridos por acidente (1969:1-1984:4).

Ver arquivo exemplo_25.r




ACF
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Figura 5: ACF do numero de feridos por acidente (1969:1-1984:4).

Ver arquivo exemplo_25.r



Modelos estaticos

Os modelos estaticos tém uma descri¢ao fixa (através de parametros fixos)
ao longo das unidades de observagao.

e Andlise de regressao,
Yi=fo+ Bz +er, e~ N(0,0).
o Modelos ARMA,
Yi=oa+¢1 Y1+ +pYiptOie1+- - +0gei_qg+er, e ~N(0,0%).

Em séries temporais, essa hip6tese muitas vezes é violada:
as estruturas mudam com a passagem do tempo.



Nesta parte do curso, faz-se uma introdugdo aos modelos em espaco de
estados.

m A descricao (os parametros) muda(m) com a passagem do tempo.

m Os modelos em espago de estados nos permitem a modelagem da
tendéncia (média) e variancia (volatilidade).

m Os modelos em espago de estados incluem como casos particulares os
modelos estaticos.

A passagem do tempo traz observagdes e aumenta o0 nosso conhecimento.

Em modelos em espago de estados temos também perda de informacéo
devido a passagem do tempo.

Por exemplo, o nivel de vendas més passado é mais relevante hoje que o
nivel de vendas em janeiro passado.



Abordagem bayesiana

Um modelo é uma representagéo de uma realidade.

® Sera tdo adequado quanto a sua capacidade de alcancar os objetivos a
que ele se destina.

® A construgdo do modelo traz inerente em si um carater subjetivo.
Previsao é uma afirmacgéo sobre um futuro incerto.

A incerteza sera sempre representada através de probabilidade.

® A previsdo sera sempre formulada em termos de probabilidade
condicionada ao nosso estado de conhecimento.

e Se o estado de conhecimento muda, nossa previsdo mudara.



Nosso conhecimento provém de duas fontes:

e a série histérica ou dados; e

e outros conhecimentos (subjetivos).
Exemplos: entrada em vigor de leis, faléncia de competidor, etc.
Ambas as fontes sdo importantes, podem e devem ser utilizadas.

Abordagem bayesiana incorpora esses elementos naturalmente e
coerentemente.

Aplicando a previsao, significa que o modelo padrao é posto para funcionar.

Se acontecimentos néo rotineiros intervém, o modelo os incorpora:
e preparando para mudanga; ou
e alterando o que for necessario.

Exemplo: se o competidor falira, precisa-se utilizar o conhecimento sobre a
divisdo do mercado para formular a mudanca que ele espera que acontega.



O modelo de regressao linear multiplo

Em um modelo de regressao linear multiplo temos uma variavel resposta y:
que é explicada por um conjunto de varidveis explicativas xii, . .., Xy através
da relagéo

Vi =00+ 01x1t + - + OpXpt + €t,

em que g; ~ RB(0, o2).

A equacdo acima pode ser reescrita como:

}/t = x;re + Et,

em que
1 0o
X1t 01



A natureza das variaveis explicativas é bastante ampla. Podendo assim,
utilizar-se qualquer variavel quantificavel.

Os coeficientes da regressao linear 64, . . ., 6, informam sobre a influéncia
gue os regressores tém sobre a resposta y;.

Na prética, seus valores sédo desconhecidos e estimados a partir de uma
colegdo de observacgdes feitas sobre 0 modelo de regressao linear multiplo.

Assim, observamos respostas yi, . .., ¥» COm seus respectivos regressores
X1, X2, ..., Xp. Novamente, temos que

yt:xtTG—i—et, t=1,...,n.



Modelo em espaco de estados

Em modelos em espaco de estados os parametros mudam com o
passar do tempo.

O modelo de regressao é estendido para

Yt:XrTOHra, 1‘11.,7—

Note a indexacéao de 6.
Esta formulagéo cria uma profuséo de pardmetros a serem estimados.

O modelo necessita de mais informacéo. Essa informacédo vem do fato que
0s parametros sucessivos estao intimamente relacionados.

Por exemplo, um parametro é igual ao seu antecessor mais uma pequena
perturbagéo causada pelas mudangas as quais o sistema esta sujeito.

Se o sistema é estatico, como no modelo de regressao, temos que

0;=6,,=6.



Em modelos em espago de estados, admitimos a forma mais geral dada por
0; = GiOi_1 + wy,

em que
® G; contém valores conhecidos (ou parametros fixos); e
® w; é uma perturbacéo aleatoéria.

A equacédo acima é conhecida como equacao do sistema.

A matriz de evolucao G; controla a parte deterministica da evolugdo do
sistema e estabelece a propagacao do sistema ao longo do tempo.

A perturbacao w; é responsavel pela introdugao de incertezas devidas a
passagem do tempo e consequente perda de informagao.

Note que se G; = I e w; = 0, 0 modelo se reduz ao caso estatico.



Exemplo

Suponha que uma série de vendas possa ser explicada pela respectiva
série de precos através da seguinte relacao:

vendas; =+ [t X prego; + v
mt = 1+ Wi
Bt = PBr—1+ We.

As vendas sao explicadas pelo preco em uma regressao dinamica.

A maior (ou menor) estabilidade dessa relagéo sera controlada pela
magnitude dos incrementos (erros) wy; e way.



Exemplo

Analisaremos a série de vendas mensais de um certo tipo doce no Reino
Unido de janeiro de 1976 a dezembro de 1981. Também utilizaremos a série
de pregos, na escala do logaritmo, deste doce como variavel explicativa.

Vendas
9

Pregos
0

1976 1977 1978 1079 1980 1981 1082 1976 1977 1978 1979 1080 1081 1982
Mes Més

(a) Vendas (b) Precos

Figura 6: Vendas e logaritmo dos pregos mensais de um certo tipo doce no Reino
Unido de janeiro de 1976 a dezembro de 1981.

Ver arquivo exemplo_26.r



Modelo em espaco de estados linear e gaussiano

O modelo linear pode ser definido como

e Equacao das observacoes:
Y = F?Gt -+ V, Vi ~ J\/’(O, Vp)

e Equacao do sistema:

0; = Gi6;_1 + wy, Wi ~ N(07 w:)

e Priori:
Oy ~ N(mo, Co)

Em geral, supomos que {F:, V;, Gi, W;} sdo conhecidos para todo instante
de tempo t e podem depender de W. Obviamente, precisamos que my e Cy

sejam conhecidos também.

No exemplo anterior, Y; = venda;, F; = (1, prego,) .

1
o-() amn(b ) o me(2)



(oo—>(a)—>(o)—(o)—>(o)—> +
@ ® © o
Figura 7: Um DAG de um modelo em espaco de estados.
Defina 0+1.¢ = (0+,05,...,0;)" como uma colegéo de variaveis aleatorias.

Considera-se que
® Y, sao variaveis observaveis; e
® 01, sdo variaveis ndo observaveis (latentes).

Nestes modelos, temos as seguintes distribuicdes:
e f(8o|W), priori para o instante inicial;
o f(0¢0:—1,W),t=1,2,..., para a evolugdo dos estados; e
o f(y110:, W), t=1,2,..., para as observagoes.



Analise sequencial

A natureza sequencial de séries temporais é devida a obtengdo sequencial
de informagao.

A distribuicdo do estado nos informa como a partir da posteriori de ontem
podemos chegar a priori de hoje.

O método bayesiano nos ensina como combinar a priori de hoje com a
informacdo que acabamos de obter para chegar a posteriori de hoje.

Para amanha e dias futuros, o ciclo se repete.
Em termos probabilisticos, temos que
e = F(O1 | i1, W) = F(Ot | Y1, W) = F(Or | Y1, W) — -+

e também f(y: | y1.1—1, W) como a distribuicdo preditiva.



Suponha que a posteriori, f(6;_1 | y1.1—1, W), no instante t — 1 seja
conhecida. Entao, a priori para o instante t é dada por

f(0r | yi:t—1, W) =/ f(0r] 011, W)(O:—1 | y1.1—1,W)dO;_4.
O 1

Note que utilizamos a distribuicao do estado.

Agora, a posteriori para o instante t é dada via teorema de Bayes por

_ (|0, W)(O1 | y1.1—1, W)

Oy ) == ey

em que
fye | Yie—1, W) = f(ye|0, W)F(Or | y1:t—1, W)dO:.

01
E possivel descrever a previsdo k passos a frente via (yi.« | i1, W).

Se 0 modelo em espago de estado for linear e gaussiano, entdo é possivel
obter uma solugéo de forma analitica (condicional a W) da sequéncia acima.



Previsao

Previsdes no modelo dindmico sdo obtidas pela combinacao da
informacao a priori com a equacao das observacoes.

A combinagéo de y; = F/ 6; + v; com a priori f(8; | y1.._1) permite a
obtengéo da distribuigao preditiva 7(y: | y1..—1) baseado na qual as
previsdes serdo feitas.

Em particular, se quisermos

e uma previsao pontual, podemos tomar a média dessa distribuigao,
E(yt | Y1:t—1)-

e um intervalo de predicao de 90% de probabilidade, basta tomar A de
forma que

0,90 =Pr(y € A| y14-1) = / f(ye | yre—1)dyr
A



A previsao varios passos a frente é feita de forma similar.

Se temos interesse em prever y;,x no tempo t — 1, precisamos utilizar a
equacao do sistema sucessivamente até podermos escrever 8¢, como
funcéao de 6;_+.

Por exemplo, combinando
0111 = G160t + Wiy € 01 = G4 + Wy,
pode-se obter
011 = Gi11[GiO1—1 + Wi] + Wit = Gri1GiOi—1 + Gri1 Wi + Wiryq.

A partir dai, combina-se com a equagao das observagdes no tempo t + k
para obter a distribui¢ao preditiva f(yix | Y1:t—1)-

Previsdes cumulativas para os préoximos k periodos, isto &,
Yt + Yir1 + - - + YVirk—1 também podem ser obtidas pelo mesmo método.



Filtro de Kalman:

{F:, Vi, G, W;} conhecidos.

Priori: (90 ‘ Do) ~ ./\/(mo, Co)
Observacdo: y:= F; 0+ v vi ~ N(0, Vi)
Sistema: 0: = G011 + w; w: ~ N(0, W;)
Informagao: (01 | Y1.t—1) ~ N(my_1, Ci_+)
(6| y1.1-1) ~ N(a:, Ry) a = Gim;_4
Rr = 6101‘_16;r + Wt
Previsio: Wt | Yia—1) ~ N(f;, Q) f=F/la
Q= F{ RiF: + V;
Posteriori: (91 | }/1;[) ~ /\/’(m;, Ct) m; = a; + Aie;
Ci=R — AA &
e=y—f
A =RiFi/Qy




Distribuicbes preditivas para k > 1

Otk | D)
(Vi+« | Dr)

a:(k)
R:(k)

fi(k)
Qi(k)
a;(0)
R:(0)

N(ai(k), Ri(K))
N (fi(k), Qi(K))

Grikar(k — 1)

G kRi(k — )Gk + Wik
Fiixar(K)

FlkRi(K)F ik + Vi

m;

C:



Modelo de tendéncia estavel

E composto apenas de um nivel que varia segundo um passeio aleatério.
O modelo de tendéncia estavel & dado por

Y: = e + Vi, Vi ~ N(O V{)

Mt = pi—t W, wr ~ N (0, Wh).

O nivel permanece localmente constante, mas varia quando se considera
longos periodos de tempo.

Usualmente, a variagao das observagdes em torno dos niveis (medida por
Vi) € bem maior que as variagdes temporais do nivel ao longo do tempo
(medidas por W;).

O modelo de tendéncia estavel é obtido ao particularizar o modelo dindmico
comFi=1e G;=1.



Ry

Figura 8: Um DAG do modelo de tendéncia estavel (condicional a W = (V, W)).

Aplicando a série de vendas, vendas; e {Fi=1,Vi =V, G: =1, W; = W},
temos que

vendas; we + Vi, vi ~ N(0, V)
Wi = -1+ Wy, W~ N(0, W)

Para a série temporal de vendas de doce faremos V; = V e W; = W para
todo t (homocedasticidade; variancias constantes ao longo do tempo).



Modelo de tendéncia estavel

9 10 11 12 13 14 15
L

Vendas

T T T T T T T T T T T T T
1976,0 1976,5 19770 1977,5 19780 19785 19790 19795 19800 19805 19810 19815 19820

Més
Figura 9: Vendas mensais de um tipo de doces de janeiro de 1976 a dezembro de
1981.

Ver arquivo exemplo_27.r
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Figura 10: Previséao da média de vendas, (1¢|y1.;—1). A distribuigdo a priori em ¢.
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Figura 11: Estimativa da média de vendas, (1:t|y1.;). A distribuico a posteriori em ¢.
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Figura 12: Previsdo (um passo a frente) das vendas, (y:|y1.t—1)-



Modelo de tendéncia linear

A tendéncia linear é quantificada através de um parametro adicional.

O modelo de tendéncia linear é dado por

Vi = mt+w, vi ~ N(0, Vi)
W= -1+ Bi—1 + Wiy
Bt = PBr-1+ wa,

emque w; = (Wﬂ, sz)T ~ ,/\/(0., Wt)

Esse modelo é obtido com F; = ( (1) )eG,: ( 2) 1 )

O nivel permanece localmente linear, mas a forma da reta pode variar com o
tempo.

Para a série de vendas de doce faremos Vi = Ve W;= W = ( (8 002 )
2

para todo t (independéncia e variancias constantes ao longo do tempo).



Modelo de tendéncia linear

i
4
i

?@

=
(=)
(=)
()

Figura 13: Um DAG do modelo de tendéncia linear (condicional a W = (V, 0%, 53)).

Ver arquivo exemplo_28.r
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Figura 14: Previséao da média de vendas, (1¢|y1.;—1). A distribuigdo a priori em ¢.
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Figura 15: Previsao do crescimento das vendas, (5¢|y1.;—1). A distribui¢gao a priori em
t.
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Figura 16: Estimativa da média de vendas, (1:¢|y1.;). A distribuico a posteriori em .
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Figura 17: Estimativa do crescimento das vendas, (/;|y1.;). A distribuicao a posteriori
emt.
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Figura 18: Previsdo (um passo a frente) das vendas, (y:|y1.t—1)-



Modelo de regressao dinamica

Introduzimos variaveis explicativas com coeficientes variando no tempo.

A regressao dindmica, com Y; = vendas; e x; = preco,, é dado por

Yo = w+Bixi+vi, vi~N(0,V)
mt = i1+ Wi
Bt = B+ wey,

emque w; = (W1[, Wgz)T ~ N(O Wt)

Esse modelo é obtido com 6; = ( gf ) Fi= ( )1(1 ) eG =1

2
Para a série de vendas de doce faremos V; = Ve W, =W = ( %1 :2 )
2

para todo t (independéncia e variancias constantes ao longo do tempo).



Modelo de regressao dinamica

359"

Figura 19: Um DAG do modelo de regresséo dinamica (condicionala W = (V, 012. o

Ver arquivo exemplo_29.r
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Figura 20: Previsdo do nivel de vendas, (1¢|y1.;—1). A distribuigao a priori em ¢.
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Figura 21: Previsdo do crescimento das vendas, (5¢|y1.:—1). A distribui¢cao a priori em
t.
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Figura 22: Estimativa do nivel de vendas, (1¢|y;.;). A distribuicdo a posteriori em t.
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Figura 23: Estimativa do crescimento das vendas, (3;|y1.;). A dist. a posteriori em ¢.
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Figura 24: Previsdo (um passo a frente) das vendas, (y:|y1.t—1)-



Modelo de efeitos sazonais

Considere o modelo linear (um caso particular do modelo linear geral):
Y, = F'0i+wv, vi~N(,V)
0: = GO 1+ w, w: ~ N(0, W)
6o ~ N(mo,Co).

Seja s 0 numero de periodos nos dados. Por exemplo, s = 12 para dados
mensais. Entdo, defina

1 01 00 0

0 0 010 0

0 0 0 0 1 0
F=1.] e G= :

0 6000 - 1

0 1000 -~ 0

Além disso, defina W = diag(+2,0,0,...,0).

Os efeitos sazonais devem somar zero, assim impomos que mg 1 = 0.



Exemplo

Vendas
10 12 14 16 18 20 22 24 26 28

8
L

6
L

4
L

19‘60 19‘61 19‘62 19‘63 19‘64 19‘65 19‘66 19‘67 12;68 19‘69
Més
Figura 25: Vendas de carros nos EUA de janeiro de 1960 a dezembro de 1968.
Ver arquivo exemplo_30.r
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Figura 26: Vendas de carros sem tendéncia (removida por regressao linear).
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Figura 27: Previséo da sazonalidade das vendas, (01¢|y1.t—1)-
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Figura 28: Sazonalidade das vendas, (61;|y1.;). A distribui¢ao a posteriori em t.
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Figura 29: Previsdo (um passo a frente) das vendas, (y:|yi.t—1)-




Superposi¢ao de modelos

Estamos interessados em uma forma geral para estruturar e acomodar as
varias componentes intervenientes em um modelo em espago de estado.
Por exemplo, variaveis causais e sazonalidade.

Muitas séries temporais exibem um comportamento bastante complexo.

Ao identificarmos as caracteristicas mais marcantes, estamos caminhando
na direcao de formular um modelo.

A série de vendas de carros € um exemplo tipico.
A tendéncia global parece ser de uma variacao suave do nivel.

Se agora nos concentramos na variagdo em torno desse nivel, podemos
detectar um comportamento ciclico.

Essa inspegao permitiu identificar duas componentes do modelo: uma
componente para a tendéncia e outro para a sazonalidade.



A estrutura dos modelos em espaco de estados é apropriada para isto,
pois permite que as componentes sejam modeladas separadamente e
depois integradas em um modelo.

Em um exemplo com duas componentes - tendéncia e sazonalidade -
estruturamos a equacgao das observagdes com dois termos:

Ye=Yn+ Yo + Wi
Cada um dos termos é descrito na seguinte dinamica:

Ynve = FEtGNt e Yst = Fgresz
O = GnOni—1 + W sy = GgOs—1+ Ws.

Se juntarmos esses termos, obtemos a equagao das observagoes

Yi=F{ 6+ v

Fnt One
F:= e 0;= .

em que



Similarmente, a equacao do sistema (integrado) fica

0t = G011 +wi, wr~N(0, W)

_( Gw O _( Wn O
Gt_( 0 Gsr) © Wt_( 0 Wsz)'

Modelos com mais componentes sédo construidos da mesma forma: cada
termo contribui para a equagao das observagdes e com um bloco de
parametros para a equagao do sistema.

em que



Modelo de tendéncia estavel e sazonalidade

O modelo de tendéncia estavel e sazonalidade (s = 12) é dado por

Yi = wm+Fs0s+wvi, vi~N(O,V)
ut = pr—1 + W, Wi ~ /\/’(0»52)
sy = GeS,t71 + U, ug ~ N(07 U)7

tal que po ~ N (Mo, Cno), Oso ~ N (Mgo, Cso), Fne =1, Gue = 1,

1 01 0
0 0 0 1
0 0 0O
Fs=|.| e Gs= :
0 0 0O
0 1 0 0

Além disso, defina U = diag(r2,0,0,...,0).

0
0
1

0
0
0

Os efeitos sazonais devem somar zero, assim impomos que mg,1 = 0.



Modelo de tendéncia estavel e sazonalidade

Podemos descrever o modelo de forma conjunta como

Y, = F'0:+v, v~N(O,V)
0: = GO_1+w:, wi~N(O W)
6o ~ N(mo,Cy),
com 0; = (u, 04)", W = diag(é%,72,0,...,0),
17 M 0 0 O O
1 0 01 0 O
0 0 00 1 O
F_10| & g_|0 00 0 1
0 0 0 00 O
o) 0 1 0 0 0

[eNeNoNe]

—_




Exemplo
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Figura 30: Vendas de carros nos EUA de janeiro de 1960 a dezembro de 1968.
Ver arquivo exemplo_31.r
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Figura 31: Previsdo do nivel de vendas, (1¢|y1.;—1). A distribui¢ao a priori em ¢.
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Figura 33: Estimativa do nivel de vendas, (1¢|y;.;). A distribuicdo a posteriori em t.
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Figura 34: Sazonalidade das vendas, (62;|y1.:). A distribuicio a posteriori em t.
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Figura 35: Previsdo (um passo a frente) das vendas, (y:|y1.t—1)-



Modelos em Espaco de Estados

Analise suavizada via OpenBUGS



Modelo de tendéncia estavel (revisitando)

E composto apenas de um nivel que varia segundo um passeio aleatério.
O modelo de tendéncia estavel é dado por
vendas; = e + Vi, Vi ~ N(O. Vr)
Bt = phe—1 + Wi, w; ~ N(0, Wp).

O nivel permanece localmente constante, mas varia quando se considera
longos periodos de tempo.

O modelo de tendéncia estavel é obtido ao particularizar o modelo dindmico
comF;=1e Gi=1.

Para a série temporal de vendas de doce faremos V; = V e W; = W para
todo t (homocedasticidade; variancias constantes ao longo do tempo).



Observagoes importantes

Consideraremos a analise somente apds observar toda a série. Isto se
chama analise suavizada.

Nesta parte da aula, consideraremos somente a analise bayesiana.
Descreveremos o modelo e a distribuigao priori dos parametros.
Utilizaremos o programa OpenBUGS para fazer as analises.

Calcularemos o Critério de Informacao do Desvio (DIC) para comparar
modelos.

Ver arquivo doce_modelo_1.odc


https://www.mrc-bsu.cam.ac.uk/software/bugs/openbugs/

Operagoes basicas no OpenBUGS

1. Model— Specification...

2. check model
Verificar por model is syntactically correct

3. load data
Verificar por data loaded

4. compile
Verificar por model compiled

5. load inits ou gen inits
Verificar por initial values generated, model initialized

Inference— Samples...

Model— Update... (até a convergéncia da cadeia)
Inference— DIC...

Model— Update... (para obter a amostra da posteriori)
Inference— Samples... (para a analise dos valores gerados)

oo 0 ® N

[ QY

Inference— DIC... (para conferir o valor do DIC)



Modelo de tendéncia linear (revisitando)

A tendéncia linear é quantificada através de um parametro adicional.

O modelo de tendéncia linear é dado por

vendas; = i+ v, vi ~ N (0, V)
e = -1+ Br—1 + Wi
Bt = Br—1+ way,

emque w; = (W1t, sz)/ ~ ./\/‘(07 Wr)

Esse modelo é obtido com F; = ( (1) )eG,: ( (1) 1 )

O nivel permanece localmente linear, mas a forma da reta pode variar com o
tempo.

2
Para a série de vendas de doce faremos Vi = Ve W= W = ( Cg ;)2 )
2

para todo t (independéncia e variancias constantes ao longo do tempo).

Ver arquivo doce_modelo_2.odc



Modelo de regressao dinamica (revisitando)

Introduzimos variaveis explicativas com coeficientes variando no tempo.

O modelo de regressao dinamica é dado por

vendas; =+ Bipreco, +vi, vi~ N(0, Vi)
Bt = pe—1 + Wi
Bt = Br—1+ wa,

emque w; = (W1t. Wgt)T ~ N(O. Wr)

Esse modelo é obtido com 6; = ( gf ) Fi= ( pre1§o ) eG =1
t

2
Para a série de vendas de doce faremos V; = Ve W, =W = ( %1 :2 )
2

para todo t (independéncia e variancias constantes ao longo do tempo).

Ver arquivo doce_modelo_3.odc



Previsao

Estamos interessados na previsdo de horizonte h na origem t, yiip.

Consideraremos o conjunto {¥ii1, Yi+2, - - -, Yi+h} COMO n@o observados
(dados faltantes).

Do ponto de vista bayesiano, estimaremos estas quantidades condicional
aos dados.

Este procedimento é facilmente implementado no OpenBUGS.
Em geral, tomamos a média a posterior de y;,» como a previsdo (pontual).

Temos também o intervalo de previsao (intervalo de credibilidade) de y;».

Ver arquivos doce_modelo_1_b.odc e doce_modelo_2_b.odc



Modelo de efeitos sazonais (outra forma)

Considere o modelo y; = v: + v;, em que ~: € a componente de sazonalidade.

Seja s 0 numero de periodos nos dados. Por exemplo,
e s = 12 para dados mensais;
e s = 4 para dados trimestrais; e
e s =7 para dados diérios.

Uma forma de modelar efeitos sazonais é através de variaveis binarias.

A soma dos efeitos do periodo devem ser igual a zero,

s—1
V= _Z,-:1 Yt—j-

Para permitir que o padrao mude ao longo do tempo, introduzimos um novo
termo de erro, o

/:fE Vi W, W~ N(0,02).

Tt j:1/r,+ ts t ~ N(0,0%)

O valor esperado da soma dos efeitos sazonais € zero.



Exemplo de Superposi¢ao: Tendéncia Linear e Sazonalidade
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15;60 19‘61 19‘62 19‘63 19‘64 19‘65 19‘66 19‘67 19‘68 15;69
Més
Figura 36: Vendas de carros nos EUA de janeiro de 1960 a dezembro de 1968.
Ver arquivo carro_modelo_1.odc
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Figura 37: indice BOVESPA de 3 de janeiro de 2011 até 10 de setembro de 2021.

Ver arquivo exemplo_32.r
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Figura 38: Log retornos diarios do IBOVESPA de 4 de janeiro de 2011 até 10 de
setembro de 2021.

Ver arquivo exemplo_32.r



Retorno de um periodo:
Seja P; o prego do ativo no tempo t.

Fixando o ativo pelo periodo de tempo de t — 1 a t, definimos:

¢ retorno bruto por
Py

1+Ht:Pt—1;

¢ retorno liquido por

po P _ PP

P Pri_1




Retormo Bruto
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(a) Retorno bruto

-005 000 005 010 015
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(b) Retorno liquido

Figura 39: Retornos do IBOVESPA de 4 de janeiro de 2011 até 10 de setembro de
2021.



Retorno de varios periodos:

Fixando o ativo pelos periodos de tempo entre t — k a t, temos o retorno
bruto de k periodos (ou o retorno composto) dado por

P Py P Pr Ptk
x XX | | 1+R
« Py P ( =)

1+ Rk] =

O retorno liquido para k periodos é dado por

Po . _ PPk

Ri[k
([l = Pk P«




Se um ativo € mantido por k periodos, entdo o retorno (liquido) médio é dado
por

média geométrica

k—1 1/k
RIK = [H(1+Rf_,-)] 1

j=0

1 k—1
exp {EZ/‘:O In(1+ Ft't,j)} -1.

Uma aproximagao de Taylor de primeira ordem para o retorno médio é dada
por

~ 1 k-1
Ri[k] ~ RZ,-:O R},

pois
g(x) =In(1+x)~x e h(x)=exp(x) ~1+x,

para x proximo de zero (tomando xo = 0).

Esta aproximacao pode ser ruim em alguns casos.



Capitalizacao continua

Suponha que a taxa de juros de um depésito bancario seja 10% ao ano
e que o deposito inicial seja de $1,00.

Se 0 banco paga os juros uma vez ao ano, entao o valor liquido do
deposito se torna $1,00 x (1 4+ 0,1) = $1, 10 depois de um ano.

Se 0 banco paga os juros a cada 6 meses, entdo a taxa de juros é
10%/2 = 5% e o valor liquido do deposito &

$1,00 x (14 0,1/2)2 = $1,1025 depois de um ano.

Se 0 banco paga os juros m vezes por ano, entao a taxa de juros é
10%/m e o valor liquido do depdsito é $1,00 x (1 + 0,1/m)™ depois de
um ano.

A tabela a seguir mostra resultados para alguns intervalos de tempo
sobre um depésito de $1,00 com juros de 10% ao ano.

O valor liquido se aproxima de $1, 1052, que é obtido por exp(0,1) e &
referido como o resultado da capitalizacao continua.

O efeito da capitalizagdo pode ser claramente visto.



Tabela 2: llustragéo do efeito da capitalizagdo?.

Numero de  Taxa de Juros Valor
Tipo Pagamentos por Periodo Liquido
Anual 1 0,1 1,10000
Semestral 2 0,05 1,10250
Trimestral 4 0,025 1,10381
Mensal 12 0,0083 1,10471
Semanal 52 0,1/52 1,10506
Diario 365 0,1/365 1,10516
Continuo 00 1,10517

& O intervalo de tempo é de 1 ano e a taxa de juros é 10%.

A funcao exponencial pode ser representada por

exp(x) = mli_)moo (1 + %)m



Retorno de capitalizagao continua

O logaritmo natural de um retorno bruto de um ativo € chamado de retorno
de capitalizacao continua ou log retorno:

P

Pr—1

= In(1 + R[) =In =In Pt —1In Pt_1 = Pt — Pt-1,

em que p: = In P (por defini¢éo).

Considerando log retornos de varios periodos, temos

I’t[k] = |n(1 +R1[k]) =In ((1 +R[)(1 +R1,1)...(1 +R1,k+1))
= In(1+R)+In(1+R—1)+ -+ In(1+ Rr—ks1)
= h+r-+- -+ ke
m O log retorno de varios periodos é simplesmente a soma dos log
retornos de um periodo.
m Propriedades estatisticas dos log retornos sao mais trataveis.
m Note também que ri[k] = In Py — In P;_.



0,15
|

0,10
|

0,05

Log Retorno

-0,15 -0,10 -0,05 0,00

T T T T T T T T T T T 1
2011 2012 2013 2014 2015 2016 2017 2018 2019 2020 2021 2022
Dias

Figura 40: Log retornos do IBOVESPA de 4 de janeiro de 2011 até 10 de setembro de
2021.

Ver arquivo exemplo_32.r



Modelos condicionalmente heterocedasticos

O objetivo é a modelagem da volatilidade do retorno de um ativo.

A volatilidade é um fator importante na negociagao de opgoes
(por exemplo, férmula de Black-Scholes).

A volatilidade tem efeito sobre calculo do valor em risco (V@R).

A volatilidade significa a variancia (ou desvio padrao) condicional do retorno
de um ativo.

A modelagem da volatilidade de uma série temporal pode melhorar a
eficiéncia na estimagéo dos parametros e na precisao do intervalo de
previsao.
Veremos os seguintes modelos:
ARCH: autoregressivo condicionalmente heterocedastico;
GARCH: ARCH generalizado; e
SV: volatilidade estocéstica.



Caracteristicas da volatilidade

A volatilidade de uma agdo néo é diretamente observavel.

Assim, é dificil avaliar a performance de previsdo nos modelos
condicionalmente heterocedasticos.

Existem conglomerados de volatilidade (periodos de alta e de baixa).

A volatilidade ndo diverge para o infinito. Logo, a volatilidade é geralmente
estacionaria.

A volatilidade parece reagir diferentemente para um aumento grande de
preco ou uma queda grande de preco, conhecido como efeito de influéncia
(leverage effect).
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Figura 41: Log retornos diérios ao quadrado do IBOVESPA de 4 de janeiro de 2011 até
10 de setembro de 2021.

Ver arquivo exemplo_32.r
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Figura 42: ACF dos log retornos e log retornos ao quadrado do IBOVESPA de 4 de
janeiro de 2011 até 10 de setembro de 2021.



O ACF dos retornos r; sugere correlagao serial fraca.
O ACF de r? indica que estes (retornos ao quadrado) séo correlacionados.
Logo, os retornos r; sao dependentes.

Os modelos de volatilidade tentam capturar esta dependéncia na série de
retornos.

Seja F;_1 ainformagéao disponivel até o tempo t — 1. Temos que
pe=E(n|Fi1) e of = Var(n|Fi_1).
A série de retornos tem uma estrutura de correlacédo baixa (ver ACF).

Podemos utilizar um modelo ARMA(p, q) e regressores. Temos r; = i+ a: €

k p q
=+ Z/‘:Tﬁjxj{ + 21:1 Qjh—j + Zj:1t9jar—/’~,
para algum k inteiro e x; como regressores.

Para dados diarios, x;; poderia ser uma varidvel binéria representando a
segunda-feira para estudar o efeito do fim de semana no retorno de uma
acao.



Modelos ARCH

Um modelo ARCH(m) é dado por
It = put+ ag, ar= oy, Utz = ap + o a?_1 + (123?_2 + -+ Ozma}?_,m
em que
e ¢; € uma sequéncia iid (ruido branco) com média 0 e variancia 1 ; e
e o9 >0eq;>0paraj>0.

Os coeficientes «; devem satisfazer a certas condi¢bes para garantir que a
variancia incondicional de a; seja finita.

Em geral, ¢; segue distribuigdo normal ou t-Student. Podemos incluir outras
distribuicbes e também permitir a modelagem da assimetria.

Note que valores de {.21,2,/}/”;1 grandes, implicam que o7 sera grande.

Se o2 é grande, entdo a; podera ser grande com maior probabilidade (se
comparado a um o2 menor).



Construcao do modelo

Construir um modelo de volatilidade para uma série de retornos de um ativo
consiste em quatro passos:

1. Especifique a equagao da média testando a dependéncia serial nos
dados. Se necessario, construir um modelo econométrico (por exemplo
um modelo ARMA) para a série de retornos para remover qualquer
dependéncia linear.

2. Use os residuos da equagdo da média para testar a existéncia de
efeitos ARCH.

3. Especifique um modelo de volatilidade se os efeitos ARCH sao
estatisticamente significantes e faga a estimagao conjunta das
equagdes da média e da volatilidade.

4. Verifique o modelo ajustado cuidadosamente e refine-o se necessario.



Observacoes

A maioria das séries de retornos tem correlacao serial fraca (talvez s6
precisemos remover a média).

Para algumas séries de retornos diarios, um modelo AR (ou MA) pode ser
necessario.

Em outros casos, uma variavel indicadora pode ser necessaria (indicadora
do dia da semana ou do més).



Teste para efeitos ARCH: Ljung-Box

Seja a; = rr — [i os residuos da equagio da média.
A série {#?} é usada para verificar a heterocedasticidade condicional.

Teste de Ljung-Box com a estatistica Q(m*) para a série {&}.
Ho: as primeiras m* defasagens da ACF de & s&o zero.

Note que m*, em geral, é diferente de m (ordem do modelo ARCH).

Ver arquivo exemplo_32.r



Fraquezas dos modelos ARCH

O modelo assume que choques positivos e negativos tém o mesmo efeito na
volatilidade.

As restricdes do modelo ARCH sao bem complicadas. Por exemplo, para um
ARCH(1) devemos ter o2 € [0,1/3] se a série tiver o quarto momento finito.

Os modelos ARCH néo nos ajudam a entender a fonte de variagdo de uma
série temporal financeira (apenas descreve o comportamento).

Os modelos ARCH, em geral, fazem previsdes acima para a volatilidade
porque eles respondem devagar a choques grandes e isolados da série de
retornos.



Construindo um modelo ARCH

Para determinar a ordem, podemos utilizar a PACF de &2.
No modelo, temos
2 2 2 2
Of = oo+ @181 + 0282+ -+ am8;_m-

Podemos substituir 2 por seu estimador (tendencioso) &, e utilizar também
2 ..., & . Assim, teremos um modelo similar ao AR(m).

A estimagao de modelos ARCH é feita através do método da maxima
verossimilhanga (condicional).

A fungao de verossimilhanga é complicada e métodos numéricos sao
empregados para se obter as estimativas.

Podemos utilizar erros normais, t-Student, GED, e algumas distribuigbes
assimétricas.
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Figura 43: Autocorrelagéo parcial para os residuos ao quadrado do modelo AR(10)
ajustado aos log retornos diarios do IBOVESPA de 4 de janeiro de 2011 até 10 de
setembro de 2021.



Verificagdo do modelo

a . .
Do modelo ARCH, temos que g €t, em que e € um ruido branco.
ot

Os residuos padronizados i = e; devem se comportar como ruido branco.
Ot
Teste de Ljung-Box para verificar a dependéncia.
Teste de Jarque e Bera (no caso de normalidade).
Histogramas, boxplot e qg-plot para analisar a hip6tese da distribuicao
(normal, t-Student, etc.).
Previséo

A previsdo do modelo ARCH pode ser obtida recursivamente como as de um
modelo AR.

Ver arquivo exemplo_33.r



Modelos GARCH

Um modelo GARCH(m, s) é dado por
ar = otet, 0’;2:Oé0+041a?,1 +aga?,2+~~+ama?,m
181051 + P20t o+ -+ Psors,

em que
m ¢; € uma sequéncia iid com média 0 e variancia 1;
ma>0eaq >0paraj>0,eps >0paraj>1;e

" Zr,nalx(m’s)(a,- + B;) < 1 (para a variancia incondicional de & ser finita).
i=j



Se s = 0, entdo 0 modelo se reduz a um ARCH(m).
Os «; sé@o chamados de parametros ARCH e os f; de parametros GARCH.

O modelo pode resultar em uma forma mais simples de descrever a
volatilidade de uma série.

Em geral, aplicamos o método de maxima verossimilhanga condicional.

Os modelos GARCH, ap6s alguns calculos, podem ser vistos como um
ARMA no quadrado dos retornos.

A previsdo do modelo GARCH pode ser obtida recursivamente como as de
um modelo ARMA.

Na pratica, os melhores ajustes sdo dados por modelos GARCH(1,1),
GARCH(2,1) ou GARCH(1,2).

Ver arquivo exemplo_34.r



Modelo de volatilidade estocastica

O modelo de volatilidade estocastica € uma alternativa ao modelo GARCH.
Este modelo também esta na classe dos modelos dindmicos (néo lineares).

O modelo basico é dado por

rr = exp{h/2}e, et ~N(0; 1) (equagdo das observagdes)
hh = a+¢(h_1—a)+w, wr~N(0; 0°) (equagdo dos estados),
parat=1,2,...,n Temos que

m r; é olog retorno, isto é, rr = In(Pt) — In(Pi—1);
ht é alog volatilidade;

« € 0 nivel (constante) da log volatilidade;

¢ € o parametro de persisténcia; e

o2 é a variancia das log volatilidades.



Inferéncia bayesiana e fungédo de verossimilhanca

Utilizaremos a abordagem bayesiana para inferir sobre as quantidades
desconhecidas do modelo.

Construimos a fungéo de verossimilhancga utilizando as equagdes das
observagdes e do estado:

f(r7h|aa¢a 02) X |:H f(rt|hl‘):| |:H f(ht|h1717a7¢7 02):| f(h1|a7¢702)7
t=1

t=2

em que
2
2 . g
(Mo, ¢, 0 )NN(OA W) )
pois a log volatilidade € um AR(1) estacionario.

Alémdisso, r = (r1,r2,...,m)e h=(h, ho, ... hy).



Distribuicéo a priori

Assumimos que f(a, ¢, 0%) = f(a)f(¢)f(o?).
Poderiamos ter a restricao que |¢| < 1 por ser um AR(1) estacionério.

Contudo, aplicamos a restricdo que 0 < ¢ < 1 utilizando uma priori uniforme.

Distribuicao a priori € dada por
a ~ N (0; 10.000) (priori vaga)
¢ ~ U(0; 1) (priori vaga)
o® ~ 1IG(0,01;0,01) (priori vaga).



Distribuic&o a posteriori

A distribuicao a posteriori € dada por

f(a,d,0% hlr) o [Hf(mh[)} [Hf(ht|h;1,a,¢>,02)
t=1

t=2

x f(hlo, ¢,0%)f(a, 6, 0°),
em que f(a, ¢, 0?) é a distribuigao a priori.
Lembrando que r = (r1,r2,...,m)e h=(hi, ha, ..., hy).

Recorreremos aos métodos de Monte Carlo via cadeias de Markov, via
programa OpenBUGS, para fazer inferéncia sobre o (hy, ha, . . ., hn, i, ¢, 02).


https://www.mrc-bsu.cam.ac.uk/software/bugs/openbugs/

Exemplo Ver arquivo exemplo_35.r
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Figura 44: indice BOVESPA semanal de 3 de janeiro de 2011 até 10 de setembro de
2021.



Exemplo (continuacao)
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Figura 45: Log retornos semanais do IBOVESPA de 4 de janeiro de 2011 até 10 de
setembro de 2021 (n = 557).



Previsao e resultados

A previsdo segue o padrao mostrado para os modelos dindmicos.

Ver arquivo volatilidade_1.odc

Parametro Média D.P. 2,5% Mediana 97,5%
o -7,141 0,1213 -7,386  -7,139 -6,903
1) 0,8511 0,0606 0,708 0,8599 0,941
o2 0,1111 0,0281 0,044 0,1014 0,230
I'ssg 0,0003 0,0265 -0,053 0,0002 0,053
I's59 0,0001 0,0281 -0,057 0,0006 0,057
I's60 -0,0001 0,0281 -0,057 -0,0005 0,057
hssg -7,377 0,5615 -8,498 -7,372 -6,279
hss9 -7,347 0,5838 -8,511 -7,344 -6,213
hseo -7,325 0,5989 -8,523 -7,316 -6,137




Superposi¢ao de modelos

A equacdo da média com estrutura de tendéncia estavel

71+exp{hf/2}517 Et NN(071)
V-1 + &, & ~ N(0,6%).

It

~t

Podemos incluir o retorno defasado como um AR(1), por exemplo

rr =~ + Bri—1 +exp{hi/2}er, e~ N(0,1)

Considere o modelo

= v+ pri—1 +exp{h/2}e:
hy Oc+¢(h;_1 —Oé) + wt.



Resultados

Ver arquivo volatilidade_2.odc

Parametro Média D.P. 2,5% Mediana 97,5%
« -7,140 0,1226 -7,379 -7,1400 -6,899
1) 0,8498 0,0618 0,696 0,8595 0,942
o2 0,1120 0,0504 0,044 0,1022 0,239
~ 0,0015 0,0012 -0,001 0,0015 0,003
B -0,0025 0,0189 -0,051 -0,0001 0,035
I'ss8 0,0001 0,0279 -0,057 0,0013 0,056
I'ss9 0,0012 0,0279 -0,053 0,0010 0,061
I's60 0,0007 0,0287 -0,056 0,0008 0,057
hssg -7,327 0,5589 -8,404 -7,335 -6,235
hssg -7,301 0,5803 -8,441 -7,307 -6,162
hseo -7,287 0,5940 -8,464 -7,292 -6,106
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