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Análise de Séries Temporais

Professor: Ralph dos Santos Silva

1. Suponha que Y1, Y2, . . . , seja uma série temporal estacionária com média
µ e função de autocorrelação ρ(.). Mostre que o melhor preditor linear de
Yn+h da forma aYn + b é obtido ao escolher a = ρ(h) e b = µ(1− ρ(h)).

2. Mostre que o processo

Yt = A cos(ωt) +Bsen(ωt), t = ±1,±2, . . . ,

(em que A e B são variáveis aleatórias não correlacionadas com média 0
e variância 1 e ω ∈ [0, π] com ω constante), é estacionário e encontre a
média e a função de autocovariância. Deduza que a função κ(h) = cos(ωh),
h = 0,±1,±2, . . ., é não negativa definida.

3. Encontre a função de autocovariância das seguintes séries temporais:

(a) Yt = εt + 0, 3εt−1 − 0, 4εt−2 em que εt ∼ RB(0, 1).

(b) Zt = ξt + 1, 2ξt−1 − 1, 6ξt−2 em que ξt ∼ RB(0, 1).

(c) Compare os Itens (a) e (b).

4. Encontre sequências apropriadas de variáveis aleatórias e mostre que as
seguintes funções são funções de autocovariância:

(a) κ(h) = (−1)|h|.

(b) κ(h) = 1 + cos

(
πh

2

)
+ cos

(
πh

4

)
.

5. Seja {Yt} uma série temporal AR(1) mais rúıdo definida por Yt = Xt + εt,
em que εt ∼ RB(0, σ2

1) e Xt = φXt−1 + ωt em que ωt ∼ RB(0, σ2
2) tal que

E(εsωt) = 0 para todo s e t.

(a) Mostre que {Yt} é estacionária e exiba sua função de autocovariância.

(b) Mostre que a série temporal Ut = Yt−φYt−1 é correlacionada somente
de ordem 1 (e portanto é um processo MA(1)).

(c) Mostre que Yt é um processo ARMA(1,1) e expresse os parâmetros em
função de φ, σ2

1 e σ2
2.
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6. Dada a fórmula de Bartlett,

wij =
∑∞

k=−∞
{ρ(k + i)ρ(k + j) + ρ(k − i)ρ(k + j) + 2ρ(i)ρ(j)ρ2(k)

−2ρ(i)ρ(k)ρ(k + j)− 2ρ(j)ρ(k)ρ(k + i)},

mostre que

wij =
∞∑
k=1

[ρ(k + i) + ρ(k − i)− 2ρ(i)ρ(k)][ρ(k + j) + ρ(k − j)− 2ρ(j)ρ(k)].

7. Seja Yt ∼ MA(1), isto é, Yt = θεt−1 + εt com εt ∼ RB(0, σ2). Utilizando a
segunda fórmula de wij do Exerćıcio 6, mostre que

wii =

{
1− 3ρ2(1) + 4ρ4(1), se i = 1;
1 + 2ρ2(1), se i > 1.

8. Seja Zt ∼ AR(1), isto é, Zt = φZt−1 + εt com |φ| < 1 e εt ∼ RB(0, σ2).
Utilizando a segunda fórmula de wij do Exerćıcio 6, mostre que

wii =
∑i

k=1
φ2i(φ−k − φk)2 +

∑∞

k=i+1
φ2k(φ−i − φi)2

= (1− φ2i)(1 + φ2)(1− φ2)−1 − 2iφ2i, i = 1, 2, . . .

Dica: a soma acima é particionada por causa do termo ρ(k−i). É necessário
o conhecimento de progressão geométrica (somas finita e infinita).

9. Seja
PnYn+h = a0 + a1Yn + · · ·+ anY1,

o melhor previsor linear, baseado em uma série temporal estacionária
Y1, Y2, . . . , Yn, tal que a sequência a0, a1, . . . , an é encontrada de forma a
minimizar

S(a0, . . . , an) = E (Yn+h − a0 − a1Yn − · · · − anY1)2 .

(a) Mostre que
S(a0, . . . , an)

∂aj
= 0, j = 0, 1, . . . , n,

resulta em

E
(
Yn+h − a0 −

∑n

i=1
aiYn+1−i

)
= 0, para j = 0;

E
((
Yn+h − a0 −

∑n

i=1
aiYn+1−i

)
Yn+1−j

)
= 0, para j = 1, . . . , n.
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(b) Mostre que

a0 = µ
(

1−
∑n

i=1
ai

)
e Γnan = γn(h),

em que

an = (a1, . . . , an)′,

Γn = [γ(i− j)]ni,j=1; e

γn(h) = (γ(h), γ(h+ 1), . . . , γ(h+ n− 1))′,

tal que

PnYn+h = µ+
∑n

i=1
ai(Yn+1−i − µ)

(c) Mostre que

E(Yn+h − PnYn+h)
2 = γ(0) +

∑n

i=1

∑n

j=1
aiajγ(i− j)

−2
∑n

i=1
aiγ(h+ i− 1)

= γ(0)− a′nγn(h).

(d) Mostre que

i. E(Yn+h − PnYn+h) = 0; e

ii. E((Yn+h − PnYn+h)Yj) = 0, j = 1, . . . , n.


